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ВВЕДЕНИЕ 

 

Одним из крупнейших достижений XIX века является осуществление 

ряда уникальных измерений, обогативших науку многими научными 

результатами в различных областях знаний. Это выполненные впервые 

Юнгом измерения длин волн видимого света (0.42…0.47 мкм) и 

определение размера молекулы, измерение Майкельсоном диаметра 

гигантской звезды Бетельгейзе, отстоящей от Земли на расстояние 

примерно 200 световых лет, определение им же нового эталона метра в 

виде длины световой волны красной линии кадмия. В полученном 

значении 0.64384691 только через 50 лет было внесено уточнение лишь в 

восьмой знак. И все это благодаря открытию Юнгом интерференции 

световых волн и созданию на этой основе интерферометров с уникальными 

возможностями. При этом схемы интерферометров отличаются 

принципиальной простотой, а в качестве эталона используется физическая 

константа – длина световой волны. 

Однако применение интерференционных методов до изобретения 

лазеров и голографии было весьма ограничено. Классическая 

интерферометрия позволяла сравнивать мало отличающиеся друг от друга 

волновые фронты – исследуемый и эталонный. В качестве эталонного 

фронта можно было использовать либо плоскую, либо сферическую волну. 

А это значит, что  исследуемые объекты должны создавать волны с 

фронтами, близкими к эталонным, т.е. исследовать можно лишь оптически 

совершенные объекты (зеркала, линзы, пластины). 

После изобретения лазеров в интерферометрии произошел 

качественный скачок. Лазерные интерферометры, оптическая схема 

которых осталась классической (изменился только источник света), 

позволяют измерять расстояния до десятков и сотен метров при той же 

точности.  
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Использование голографического принципа записи волновых фронтов 

позволило запоминать сколь угодно сложную световую волну и 

восстанавливать ее в любой момент времени. Методы голографической 

интерферометрии можно рассматривать как перенос методов классической 

интерферометрии на широкий класс объектов, которые ранее находились 

за их пределами. Оптические свойства объектов, сложность их формы 

практически перестали играть важную роль в практических измерениях, а 

поэтому интерференционные методы оказались теперь пригодными для 

исследования промышленных деталей и конструкций в заводских 

условиях. 

Наиболее перспективно применение этих методов для решения задач 

экспериментальной механики. В самой природе голографических методов 

заложена возможность, позволяющая определять смещения поверхности 

объектов, а через них – деформации, напряжения, дефекты структуры, 

измерять амплитуды вибраций, исследовать формы колебаний, измерять 

параметры рельефа сложных поверхностей и производить сравнение 

объектов с эталонными. Интерференционные методы позволили 

осуществить переход от измерения пространственно распределенных 

величин в дискретных точках к получению измерительной информации 

сразу по всему полю исследуемого объекта бесконтактным способом, с 

высокими точностью и быстродействием. Задача состоит в том, чтобы 

извлечь эту информацию, расшифровать и представить в соответствующем 

виде. Это сравнительно просто, если решаются так называемые 

качественные задачи, когда сам характер интерференционной картины 

позволяет делать важные выводы о состоянии объекта или изменении его 

параметров. Однако в подавляющем большинстве случаев 

экспериментатора интересует не только качественная картина, но и 

количественная информация о процессах, происходящих в объектах. А для 

этого нужны системы, представляющие собой измерительно-

вычислительные комплексы, в задачу которых входят получение 
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информации, ее преобразование, обработка и расшифровка и 

представление результатов в соответствующем виде. 

Оптические информационные технологии пережили бум после 

изобретения лазеров и голографии. Одно время казалось, что электронные 

системы вот-вот должны уступить им свое место. Однако эйфория 

оказалась преждевременной. Сегодня по универсальности и широте 

применения оптические методы уступают электронным, поэтому наиболее 

перспективной считается разработка гибридных систем, сочетающих 

одновременное использование оптических методов и устройств получения 

информации и электронных методов и средств ее измерения и обработки. 

В таких системах в качестве первичного системного преобразователя 

используется интерферометр, преобразующий поле измеряемых величин в 

поле яркости интерференционной картины, которое, в свою очередь, с 

помощью электронно-оптических устройств преобразуется в цифровую 

форму для последующей обработки компьютером.  

Прослеживая тенденцию развития когерентно-оптических систем 

измерения, контроля и диагностики объектов на ближайшее время можно 

заключить, что они будут состоять на 10% из оптики, 10% из механики, 

20% из электроники и на 60% из алгоритмического и математического 

обеспечения. Поэтому наиболее важное значение приобретает разработка 

новых математических и алгоритмических методов обработки 

интерференционных изображений.  

На смену классической приходит компьютерная интерферометрия. 

Основным ее отличием является применение компьютера не только для 

обработки, но и для управления процессом получения интерференционной 

картины. Это позволяет использовать добавочную информацию для 

увеличения точности и динамического диапазона когерентно-оптических 

измерительных систем. 
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ГЛАВА 1 

 

РЕГИСТРАЦИЯ И ВОССТАНОВЛЕНИЕ ВОЛНОВЫХ ОПТИЧЕСКИХ 

ПОЛЕЙ В ПРОСТРАНСТВЕ 

1.1. Математическая модель преобразования волновых оптических 

полей в свободном пространстве 

Изображения в когерентно–оптических системах формируются на основе 

различных физических принципов преобразования волновых полей. Так, в 

классической оптике изображение формируется с помощью оптических 

устройств, состоящих из набора линз и зеркал, в радиоастрономии для этого 

требуются специальные антенны и чувствительные квантовые приемники, 

акустические поля могут регистрироваться с помощью матрицы микрофонов.  

На рис. 1.1 показана типичная система образования оптических 

изображений.  

 

Рис 1.1. Схема формирования изображений на фотоприемнике 

Рассмотрим математическую модель преобразования волновых полей в 

оптических системах. Необходимо определить комплексное поле в какой-либо 

плоскости, зная его значения на поверхности объекта. Это представляет 

достаточно сложную задачу. Чтобы ее не усложнять, ограничимся 

несамосветящимися прозрачными объектами и монохроматическим 

освещением. Свойства объекта, определяющие его способность отражать и 

рассеивать падающее на него излучение, описываются коэффициентом 
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отражения излучения по интенсивности B(x,y) или комплексной амплитуде 

),,( zyxb  – функции координат на поверхности объекта. Коэффициент 

отражения по амплитуде комплексная функциия, которая может быть 

представлена в виде 

 ),,(exp),,(),,( zyxizyxbzyx b  

Ее модуль b  и фаза   показывают, во сколько раз изменяются амплитуда и 

фаза излучения в точке (x,y,z) поверхности объекта после отражения (здесь фаза 

– угол отражения).  

Функции B и b  связаны  соотношением  

*2
bbb B , 

где * – знак комплексного сопряжения. Зная функцию ),,( zyxb , уравнение 

поверхности тела F(x,y,z)=0 и распределение амплитуды и фазы падающего на 

объект света, можно в принципе вычислить распределение амплитуды и фазы 

рассеянного света в произвольной точке пространства.  

Пусть ),,(exp),,( zyxizyxA   – распределение амплитуды и фазы освещения 

на поверхности объекта. Тогда поле на некоторой поверхности наблюдения 

можно описать с помощью интегрального соотношения Кирхгофа [1] 

  

),,(

),,,,,(),,(),,(exp),,(),,(),,(

zyxF

dxdydzzyxTzyxzyxizyxbzyxA , (1.1)  

где интегрирование производится на поверхности объекта F(x,y,z). Вид ядра 

этого преобразования Т(x,y,z,,,) зависит от пространственного расположения 

объекта и поверхности наблюдения. 

Это преобразование в обратимо:  

 

S

dddzyxTzyxb ),,,,,(),,(),,(  . 

Здесь T  это оператор, взаимный Т , а интегрирование происходит по 

поверхности наблюдения S. Это выражение описывает процесс восстановления 

волнового поля.  
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Функцию (,,) можно назвать математической голограммой. Задача 

синтеза голограмм заключается в вычислении  (,,) по заданной функции 

b(x,y,z) и ее регистрации в форме, которая бы допускала взаимодействие с 

излучением для визуализации и восстановления ),,( zyxb . Вычислить интеграл 

(1.1) в общем случае удается только для очень простых объектов, заданных 

небольшим количеством отдельных линий или точек. В общем случае 

приходится прибегать к различного рода упрощениям [2]. Упрощение, к 

которому можно прибегнуть без большого ущерба, состоит в сведении 

трехмерной задачи к двумерной. Для этого поверхность наблюдения считается 

плоской, а распределение амплитуды и фазы волны на поверхности объекта 

заменяется согласно законам геометрической оптики распределением 

амплитуды и фазы на плоскости, касающейся объекта или достаточно близкой 

к нему (чтобы при пересчете амплитуды и фазы пренебречь дифракцией и 

пользоваться законами геометрической оптики) и параллельной плоскости 

наблюдения. В этом случае (1.1) запишется в виде 

 

),(

1 ),,,(),(~),(

yx

d dxdyyxTyxb ,                                   (1.2),  

где b1(x,y) – комплексная функция, полученная в результате пересчета 

амплитуды и фазы поля, отраженного объектом, на плоскость (x,y), 

касательную к нему и параллельную плоскости наблюдения; d – расстояние 

между двумя плоскостями (x,y) и ),(   (рис. 1.2). 

 

Рис. 1.2. Плоскости пересчета амплитуды и фазы  
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Очевидно, если угол, под которым виден объект с поверхности наблюдения 

(угол охвата), и площадь наблюдения малы, то это естественная 

аппроксимация. Задачи, где угол охвата велик, необходимо свести к задаче 

расчета при малом угле охвата. При этом для реализации больших углов охвата 

поверхность наблюдения можно разбить на небольшие фрагменты, 

аппроксимируемые плоскостями, и рассматривать голограммы для отдельных 

фрагментов, каждая из которых представляет часть общего угла и 

воспроизводит объект под своим ракурсом. 

Ядро преобразования (1.2), связывающее распределение света на двух 

параллельных плоскостях, имеет вид  

222

2221

)()(

))()(2exp(
),,,(

dyx

dyxi
yxTd








,                (1.3)  

где  – длина волны излучения. 

Если геометрические параметры тела малы по сравнению с расстоянием  d 

до плоскости наблюдения, это вместе с условием малости площади наблюдения 

приводит к следующему допущению:   

 
kdd

yx 


 4)()(
2
max2

max
222

 

где max – максимальный угол (в радианах), под которым наблюдается объект с 

расстояния d; k – коэффициент допустимой фазовой ошибки, равной , в 

передаче аргумента экспоненты в (1.3). Тогда  

  
d

yxdidi
yxTd

])()[()(exp)2exp(
),,,(

2211 




  . 

В этом случае (1.2) переходит в интеграл Френеля:  


 


),(

)()[(
1

2211

),(~),(
yx

yxdi dxdyeyxb    .               (1.4)  

Преобразование, описываемое этим соотношением, называется 

преобразованием Френеля.  
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Далее, если ,1
)(

,1
)( 2222











dd

yx
 то этими составляющими в 

(1.4) можно пренебречь. В этом случае интеграл Френеля (1.4) переходит в 

интеграл Фурье  









),(

)(
2

1 ),(~),(
yx

yx
d

i

dxdyeyxb  ,                              (1.5)  

который соответствует дальней зоне дифракции (дифракции Фраунгофера).  

Таким образом, при прохождении оптического волнового фронта через 

свободное пространство на некотором расстоянии происходит преобразование 

Френеля, которое далее, при увеличении расстояния, переходит в 

преобразование Фурье (рис.1.3). 

 

Рис. 1.3. Преобразование оптического волнового фронта в свободном пространстве 

 

Для пересчета комплексного поля на поверхности объекта в комплексное 

поле в какой-либо другой плоскости были приняты следующие допущения: 

1. Ограничимся несамосветящимися непрозрачными объектами и 

монохроматическим освещением.  

2. Сведем трехмерную задачу к двумерной. Для этого поверхность 

наблюдения считается плоской, а распределение комплексного поля на 

поверхности объекта заменяется по законам геометрической оптики 
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распределением поля на плоскости, касающейся объекта или достаточно 

близкой к нему (чтобы при пересчете пренебречь дифракцией и пользоваться 

геометрической оптикой) и параллельной плоскости наблюдения. 

3. Допустим, что геометрические размеры тела малы по сравнению с 

расстоянием R до плоскости наблюдения. 

4а. Если max – максимальный угол (в радианах), под которым 

наблюдается объект с расстояния d, такой, что 

 
kdd

yx 


 4)()(
2

max2

max

222

  , 

где k – коэффициент допустимой фазовой ошибки, равной , то такая область 

называется областью Френеля, а поле в этой области записывается в виде 

преобразования Френеля от исходного поля в плоскости объекта (1.9).  

4б. Если ,1
)(

,1
)( 2222











dd

yx
 то это область Фраунгофера. 

Преобразование записывается в виде интеграла Фурье (1.10) 

Преобразование Френеля в вычислительном отношении удобнее выразить 

через интегральное преобразование Фурье  




















),(

)(
2

)(

1

)( 2222

),(),(

yx

yx
d

i
yx

d

i

d

i

dxdyeeyxbe            (1.11)  

Преобразование Фраунгофера представляет собой с точностью до 

множителей пространственный Фурье-спектр функции b1(x,y):  






),(

)(2
1 ),(),(

yx

yVxVi
yxb dxdyeyxbVVF yx   ,                       (1.12)  

взятый по координатам Vx ,Vy  в масштабе  
d

V
d

V yx








 ,  (рис. 1.4).  
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Рис. 1.4. Пространственные частоты 

Тогда (1.5) можно представить в виде 




















d
V

d
VF yxb ,),(  . 

Прохождение оптического волнового фронта через свободное пространство 

с можно описать преобразованием Френеля, которое с увеличением расстояния 

переходит в преобразование Фурье. Чтобы определить комплексную амплитуду 

исходного волнового фронта на поверхности объекта, необходимо обратное 

преобразование. Для этого в плоскость ),(   следует поместить линзу.  

 

Рис.1.5. Формирование изображения 
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Рассмотрим простейшую оптическую схему (рис. 1.6). На линзу падает 

распространяющаяся в направлении z плоская волна с комплексной 

амплитудой непосредственно вблизи линзы al  

 

Рис. 1.6. Преобразование, осуществляемое тонкой линзой 

Выражение для комплексной амплитуды в плоскости y2 будет иметь вид, 

похожий на соотношение (1.5): 

















 dxdyeyxte
f

ia
a

yx
f

i

f

i

l
)(

2
)(

),(),(

22

, 

где t(x,y) – комплексная амплитуда пропускания плоского транспаранта, 

расположенного сразу  за линзой; al – апертура линзы.  

Если на тонкую линзу с примыкающим к ней транспарантом падает плоская 

волна, то распределение комплексных амплитуд  в задней фокальной плоскости 

линзы пропорционально произведению фазового множителя сферической 

волны и Фурье-образа пропускания транспаранта.  

Фотоприемники регистрируют интенсивность  

*),(),(),(  aayxI  

При этом фазовый множитель сокращается поскольку kk ee *)( , 1kk ee .  
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Рис. 1.7. Плоскости пересчета 

 

При распространении волнового поля, отраженного от диффузного объекта, 

на некотором расстоянии d происходит преобразование Френеля комплексной 

амплитуды, которое с увеличением расстояния переходит в преобразование 

Фурье. 

Для получения значений комплексной амплитуды исходного волнового 

фронта необходимо сделать обратное преобразование. С этой целью в 

плоскость ),(   следует поместить линзу (рис. 1.7). В плоскости ),( 11 yx  с 

точностью до постоянных множителей распределение интенсивности совпадет 

с ее распределением на плоскости объекта.  

 

1.2. Регистрация комплексной амплитуды волнового фронта 

Основные приемные устройства оптического сигнала не позволяют 

непосредственно регистрировать комплексную амплитуду поля, а реагируют 

лишь на интенсивность принимаемого излучения. Поэтому существующие 

методы регистрации комплексной амплитуды, основанные на принципах 

интерферометрии, являются косвенными. Интерференция волн – явление 

усиления или ослабления амплитуды результирующей волны в зависимости от 

соотношения между фазами складывающихся в пространстве двух (или 

нескольких) волн. 

Интерференция может наблюдаться только при выполнении условия 

когерентности (пространственной и временной стабильности 
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интерферирующих волновых фронтов). Тогда характерное распределение 

амплитуд с чередующимися максимумами и минимумами остается 

неподвижным в пространстве. Нарушение когерентности может происходить 

из–за несовпадения частот складывающихся волн или вследствие того, что 

фазы обеих волн меняются независимо в результате изменений, происходящих 

в самих излучателях (например, при возникновении в двух излучателях 

колебаний с различными начальными фазами) либо на путях их 

распространения (например, при изменении скорости распространения волн из-

за флуктуаций плотности среды). Основные черты интерференции в 

одинаковой мере относятся как к упругим, так и к электромагнитным волнам. 

 

1.2.1. Основное уравнение двухлучевой интерферометрии 

 

Наиболее часто используются двухлучевые интерферометры, т.е. 

оптические системы, в которых происходит интерференция двух волновых 

фронтов. Рассмотрим математическое описание процесса интерференции [1]. 

Напряженность электрического поля комплексная величина 

)exp(),(),,( tjyxtyx  EE , 

с комплексной пространственной амплитудой и гармонической зависимостью 

от времени. Комплексная пространственная амплитуда определяется как 

)),(exp(),(),( yxjyxAyx E ,                              (1.6) 

где A(x,y) – модуль напряженности поля, а (x,y) представляет фазовый член. 

Если среда, в которой распространяются две волны, линейна (т.е. отсутствует 

зависимость свойств среды от происходящих в ней процессов), 

результирующее колебание представляет собой геометрическую сумму 

колебаний, соответствующих каждой из складываемых волн.  

Падающая электромагнитная волна с напряженностью поля E  делится на 

два когерентных пучка: на объектную (тестирующую) волну с напряженностью 

поля rE  и опорную (эталонную) волну с напряженностью поля pE . В качестве 



 

 

 

207 

делителя луча обычно используется полупрозрачное зеркало. После 

прохождения соответствующих путей и накопления фазовых задержек 

происходит суперпозиция волн pE  и rE  на втором светоделителе. 

Напряженность результирующего поля равна векторной сумме волн 

prs EEE  .  

Основные оптические детекторы не позволяют непосредственно 

регистрировать комплексную амплитуду поля из-за высокой частоты световых 

волн (10
14

 … 10
15

Гц), а реагируют лишь на усредненную энергию или 

интенсивность принимаемого излучения. Поэтому в эксперименте 

наблюдаемые величины интенсивности оптического изображения 

пропорциональны среднему значению квадрата напряженности электрического 

поля за время, определяемое инерционностью приемника излучения. 

Интенсивность выражается в ваттах на квадратный метр (Вт/м
2
) и определяется 

как 

2)(),( rpyxI EE     . 

Так как pE , rE  когерентны и имеют одну и ту же зависимость от времени, 

интенсивность в выходном зрачке координатной системы интерферометра 

может быть записана так: 

  rprprpyxI EEEEEE 2222
),(   . 

Выражение для результирующей интенсивности интерферирующих волн 

помимо суммы интенсивностей для каждой из волн содержит еще одно 

слагаемое rpEE2 , называемое интерференционным членом. Скалярное 

произведение векторов rpEE  всегда равно нулю (интерференция отсутствует), 

если складываемые волны линейно–поляризованы в ортогональных 

направлениях. Если интерферирующие волны одинаково поляризованы, то 

можно отвлечься от векторного характера этих величин. В этом случае 

выражение для интенсивности имеет вид 
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yxI EE  , 

 






 
 ),(),(),(),(

),(),(),(),( 0 yxi
r

yxi
p

yxi
r

yxi
p

rrp eyxAeAeyxAeyxAyxI


),(),(),(),( 2)),(),(()),(),((2 yxAeyxAAeyxAAyxA r
yxyxi

rp
yxyxi

rpp
rprp 

 
.  

В результате 

)cos(2),( 22
rprprp AAAAyxI    .                   (1.7) 

Выражение (1.7) показывает, что благодаря введению опорного пучка 

возникает интерференционная картина, в которой содержится информация как 

об амплитуде, так и о фазе рассеянной волны (рис. 1.8). 

 

 

Рис. 1.8. Образование интерференционной картины 

 

После подстановки 22
0 ),( rp AAyxI   для средней интенсивности и 

22

2
),(

rp

rp
V

AA

AA
yx


  для модуляции интенсивности (видности полос) это 

выражение (1.7) примет вид 

)),(),(cos(),(1(),(),( 0 yxyxyxVyxIyxI rp   .        (1.8) 

Это –  базовое уравнение двухлучевой интерферометрии.  
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Распределение интенсивности в плоскости (x,y) называется 

интерференционной картиной или интерферограммой. 

Явления интерференции находят применение при решении измерительных 

задач как в научных исследованиях, так и в технике. Они основаны на том, что 

между длиной волны, разностью хода интерферирующих волн и 

расположением интерференционных максимумов и минимумов существует 

определенная связь. Поэтому, зная разность хода интерферирующих волн, 

можно по интерферограмме определить длину волны или, наоборот, зная длину 

волны, можно определить оптическую разность хода лучей. Связь между 

распределением интенсивностей в интерференционной картине и разностью 

хода интерферирующих волн определяется конкретной оптической схемой – 

интерферометром.  

 

1.2.2. Определение комплексной амплитуды рассеянного поля по 

голограмме 

Голография – способ записи на специальном регистрирующем материале 

волнового фронта, содержащего полную информацию о фазе и амплитуде, с 

последующим его восстановлением. Результат записи называется голограммой. 

Далее под голографией подразумеваем голографию оптическую, хотя 

голографический метод практически применим ко всем видам волн: 

электронным, рентгеновским, световым, акустическим, сейсмическим и т.д. 

Принцип голографии основан на процессе регистрации интерференционной 

картины (голограммы), которая образована волной, отраженной предметом, 

освещаемым источником света (объектная волна), и когерентной с ней волной, 

идущей непосредственно от источника света (опорная волна) (см. рис. 1.8). 

Если после этого на голограмму направить опорную волну, то она дифрагирует 

на интерференционной структуре, в результате восстанавливается волна, 

которая шла при записи от объекта. При этом объект виден как бы через окно – 

голограмму [3].  
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Предположим, что фотопластинка обработана так, что ее амплитудное 

пропускание равно регистрируемой интенсивности. Если полученную таким 

образом голограмму просветить плоской монохроматической волной 

сопряженной с опорной, то получим сразу за фотопластинкой четыре волны 

(рис.1.9): 

 

Рис. 1.9. Формирование мнимого (положение 1) и действительного (2) изображений 

 


 ),(

1
),(

1
2),(

1 ),(),(),(
yxi

rp
yxi

p
yxi

rpp eyxAAAeAAeAyxIyxV  

),(2
1

)),(2),((
1 ),(),(

yxi
r

yxyxi
p

ppr eyxAAeyxAAA


 .               (1.9) 

Первая и четвертая волны распространяются в направлении 

восстанавливающего пучка. Эти составляющие являются помехой в 

восстановленном сигнале. В направлении, перпендикулярном к плоскости 

голограммы, распространяется исходная волна света, которая соответствует 
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мнимому изображению. В направлении 2 распространяется волна, 

являющаяся точной копией исходной.  

Для того чтобы отделить нужную восстановленную волну в плоскости 

изображения, необходимо иметь достаточно большой угол между предметным 

и опорным пучками. 

Выражение для волны сразу  за голограммой имеет вид (1.9). Рассмотрим 

пространственный спектр V(x,y): 

dxdyvyux
R

i
yxV

R
vuV  





















 )(

2
exp),(

1
),(ˆ . 

Пользуясь (1.7), получим 

),(ˆ),(ˆ),(ˆ),(ˆ 321 vuVvuVvuVvuV  , 

где 1V̂  – пространственный спектр волны, соответствующий мнимому 

изображению; 3V̂  – пространственный спектр, соответствующий первой и 

четвертой волнам в (1.9); 2V̂  – пространственный спектр, соответствующий 

исходной волне. Вычисляя (1.9) запишем 

),(ˆ),(ˆ1 vuUCvuV    ,                                                   (1.10а) 

)2,2(),(ˆ
2 yx KvKuCUvuV   ,                                 (1.10б) 
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где C, D, F - масштабные коэффициенты: уравнение 
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может содержать все возможные компоненты пространственных частот u,v.  

Предположим, что сверхвысокие частоты не дают значительного вклада. 

Пусть функция ),(ˆ vuU  ограничена некоторым диапазоном. Максимальная 

протяженность спектров 1V̂  и 2V̂ , как видно из (1.25а) и (1.25б), равна 
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протяженности спектра ),(ˆ vuU . Нас интересует максимальная протяженность 

3V̂ , которая представляет смещенную функцию автокорреляции спектра 

),(ˆ vuU . Интеграл корреляции представляет собой сканирование одной функции 

с помощью другой. Интервал значений переменных, в котором интеграл не 

равен нулю, определяется суммой ширины обеих функций. В случае 

автокорреляции максимальная протяженность результирующей функции в два 

раза больше ширины функции, подвергаемой операции автокорреляции. 

На рис.1.10 построены значения спектров волн на выходе голограммы.  

 

Рисунок 1.10. Спектр волн после голограммы 

 

Видно, что использование опорной волны с соответствующей высокой 

пространственной частотой (т.е. большим углом ) обеспечивает угловое 

разделение волн, образующих изображение. Как следует из рисунка, чтобы 

избежать наложения волны 3V̂  на волны, образующие изображения, угол надо 

выбирать таким: 

2
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где p,q - координаты единичного вектора опорной волны. 



 

 

 

213 

Хотя соотношения (1.11а) и (1.11б) являются условием того, что в области 

пространственных частот волны не перекрываются, из него не следует, что в 

плоскости изображения, образованного одной из дифрагированных волн, будет 

отсутствовать нежелательное излучение, обусловленное другими волнами. Из 

рис. 1.9 видно, что даже при выполнении условия углового разделения 

дифрагированных волн в области действительного изображения (положение 1), 

наряду с волной, формирующей действительное изображение, попадает свет за 

счет волн нулевого порядка. Для того, чтобы избежать этого, необходимо либо 

выбрать более высокую пространственную частоту опорной волны, либо 

увеличить расстояние между предметом и голограммой (положение 2). 

При получении голограмм с опорным наклонным пучком для полного 

разделения изображений регистрирующие среды должны иметь очень высокое 

разрешение. Пусть мы хотим зарегистрировать интерференционную картину от 

двух плоских единичных волн, одна из которых перпендикулярна плоскости 

регистрации, вторая имеет угол  с нормалью к регистрирующей плоскости 

(рис. 1.8). В этом случае 
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По аналогии с временным периодом )cos( t , где 





2
T , пространственный 

период в нашем случае равен 
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.                                                     (1.12) 

Выражение (1.29) показывает, какое минимальное разрешение должен 

иметь регистрирующий материал в зависимости от  и длины волны. Для =30 
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и  = 0,5·10
-6

 м оно равно  = 1 мкм. Таким образом, для записи такой 

голограммы необходим регистрирующий материал с разрешением порядка 

1000-2000 линий на один миллиметр. В тех случаях, когда разрешающая 

способность регистрирующей среды низка, применяют фильтрацию компонент 

с нежелательными пространственными частотами. Особое значение это 

приобретает в системах, использующих цифровое восстановление изображения.  

Различают три основных способа получения голографических 

интерферограмм [4,5].  

Двухэкспозиционная голографическая интерферометрия. На одну и ту же 

пластинку до проявления записывают голограмму объекта в двух состояниях 

(например, до и после приложения статической нагрузки). 

 Голографическая интерферометрия с усреднением по времени. Этот метод 

усреднения по времени основан на длительной экспозиции объекта, 

испытывающего циклическое вибрационное воздействие, во время которого 

происходит интерференция между совокупностью отдельных изображений. 

Наиболее четко на интерферограмме проявляются стационарные полосы, 

которые образуются при скорости объекта равной нулю, т.е. в крайних 

амплитудных положениях.  

Голографическая интерферометрия в реальном масштабе времени. 

Производится запись голограммы неподвижного объекта, после чего 

полностью обработанная фотопластинка возвращается на то же место в 

оптической установке. Затем исследуемый объект наблюдается сквозь 

голограмму. Любая деформация поверхности объекта приводит к 

возникновению интерференционных полос, наблюдаемых в реальном масштабе 

времени.  

Отдельную группу образуют голографические методы записи 

топографических голограмм. Такие голограммы получают, используя две 

экспозиции, но перед второй экспозицией меняется не объект, а один из 

параметров интерферометра: направление освещающей объект световой волны 

(метод смещенного источника), показатель преломления среды (иммерсионный 
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метод) или длина волны лазера (двухдлинноволновый метод). В этом случае 

интерференционные полосы являются линиями равных высот точек 

поверхности и позволяют определить параметры рельефа.  

Голография расширила функциональные возможности интерферометрии, 

позволив проводить измерения диффузно отражающих объектов. Оптические 

свойства поверхности, сложность формы объектов перестали являться 

ограничивающим фактором, поэтому методы голографической 

интерферометрии оказались пригодными для исследования промышленных 

деталей и конструкций в заводских условиях.  

Недостаток голографии – высокие требования к разрешающей способности 

регистрирующей среды. Быстрый прогресс технологий цифровой регистрации 

позволяет надеяться на появление сред способных в цифровом виде 

регистрировать реальные голографические изображения в ближайшие годы. 

1.3. Образование спекл-структуры 

 

К сожалению все предыдущие результаты верны только для объектов с 

ограниченной полосой пространственных частот, т.е. для объектов вся полоса 

пространственных частот которых располагается в пределах апертуры линзы. 

Если объект имеет диффузную поверхность, только часть пространственных 

частот проходит через апертуру. На рис. 1.11 показан такой случай.  

 

Рис.1.11. Формирование спекл-структуры 
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Пусть известен фронт в плоскости тонкой линзы y1, тогда комплексная 

амплитуда волнового фронта в плоскости y2 будет иметь вид  
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В этом случае t(x,y) – комплексная амплитуда волнового фронта, 

расположенного в плоскости линзы, 1t  - есть произведение t(x,y) и функции 

),(2 yxR , описывающей пропускание апертуры. Если эта функция имеет вид 

отверстия в виде круга  
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где J1 – бесселева функция первого рода. В этом случае волновой фронт в 

плоскости y2 будет равен свертке Фурье образа ),( yxT   функции t(x,y) с 

импульсным откликом ),(2 yx  .  

Если линза находится в области Фраунгофера, то волновой фронт в 

плоскости линзы можно записать в виде интеграла Фурье (1.5). Обратное 

преобразование с точностью до фазовых множителей будет соответствовать 

b1(x,y) – комплексной функции, полученной в результате пересчёта амплитуды 

и фазы поля, отражённого объектом на плоскость (x,y), касательной к нему и 

параллельной плоскости наблюдения (рис. 1.1). 

),(),( 2
1
1 yxyxTb  .                      (1.32) 

Из выражения (1.32) видно, что при подсветке лазерным лучом объектов с 

диффузной поверхностью, освещенная плоскость не выглядит равномерно 

яркой. Изображение объекта состоит из отдельных ярких пятен - спеклов. 



 

 

 

217 

Подобный эффект возникает также при получении изображений с помощью 

когерентных радио–волн или акустических волн. Это физическое явление в 

литературе получило название спекл-картины или зернистой картины [6].  

Размер спеклов в пространстве изображения зависит не от статистических 

свойств рассеивающей поверхности, а только от апертуры линзы, 

формирующей изображение. Средний размер спекла в плоскости изображения 

можно определить с помощью следующего выражения [3]: 

D
vs  44.2

,                                                (1.13) 

где   - расстояние от линзы до плоскости изображения, D - диаметр линзы,  - 

длина волны. Если коэффициент увеличения равен единице, то расстояние от 

линзы до плоскости изображения равно двойному фокусному расстоянию - 2f. 

В этом случае выражение для размера спекла можно записать в  виде 

as  88.4   ,                                               (1.34) 

где a – числовая апертура, равная f/D. 

При использовании объективов с числовой апертурой от 2 до 40 и 

источника освещения с длиной волны   0.5 мкм, размеры спеклов меняются 

от 5 до 100 мкм. Для записи спеклограмм возможно использование обычных 

телевизионных камер, что позволяет отказаться от промежуточной записи 

состояния объекта на внешнем фотоносителе. Поэтому спекл-

интерференционные системы значительно проще и лучше приспособлены к 

условиям производства [7,8]. 

 

1.4. Спекл-интерферометрия 

 

Необходимость регистрации промежуточных голограмм на фотоносителе 

является сдерживающим фактором при использовании голографических 

измерительных систем в условиях реального производства. Попытки заменить 

фотографические пластинки другими регистрирующими средами приводили к 

уменьшению точности измерений и не давали существенного упрощения 
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аппаратуры. Непосредственный ввод оптических картин в компьютер 

существенно упрощает технологию обработки. Недостаточная разрешающая 

способность современных устройств ввода оптических изображений не 

позволяет проводить анализ голографических изображений без их регистрации 

на промежуточном фотоносителе. 

Спекл-интерферометрия относится к методам, для которых телевизионное 

разрешение является достаточным. В спекл-интерферометрии различают спекл-

фотографию и корреляционную спекл-интерферометрию. В каждом из этих 

методов оптически шероховатая поверхность наблюдается в  начальном и 

смещенном положениях. Выбором способа регистрации и наблюдения 

интерференционной картины можно добиться, чтобы расстояние между 

полосами было чувствительным к локальным смещениям поверхности либо к 

первым или вторым производным этих смещений. 

Метод спекл-фотографии основан на последовательной фотографической 

регистрации световых пучков, рассеянных диффузно-отражающей 

поверхностью при когерентном освещении до и после деформации объекта. В 

результате на фотопластинке фиксируются две идентичные спекл-структуры. 

Они смещены по отношению друг к другу на некоторое расстояние. Если 

осветить проявленную фотопластинку плоской волной, то в фурье-плоскости 

возникает картина дифракционных полос. Расстояние между этими полосами 

совпадает с интервалами между интерференционными полосами при 

дифракции на двух щелях. Поэтому их часто называют полосами Юнга. Спекл-

фотография имеет свои достоинства, заключающиеся в простоте и доступности 

оборудования. К недостаткам метода относится сложность получения 

полностью сфокусированного по всей плоскости фотопластинки изображения. 

Кроме того, чувствительность измерений ограничивается величиной смещений 

не превышающей размеры спеклов.  

Корреляционная спекл-интерферометрия основана на сравнении 

спеклограмм исходной и деформированной поверхности объекта. 

Спеклограммы формируются в результате интерференции объектного и 
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опорного пучков. При сравнении спеклограмм образуется картина 

корреляционных полос, несущих информацию о поле смещения или 

деформации на поверхности объекта. Требования к разрешающей способности 

регистрирующей среды по сравнению с голографическими методами являются 

более низкими. Возможность регистрации спеклограмм непосредственно с 

помощью телевизионных систем обеспечивается простотой получения спекл-

картин с размером спеклов в пределах 5-100 мкм. Поэтому можно использовать 

обычные телевизионные камеры, обладающие относительно низкой 

разрешающей способностью. В электронной спекл-интерферометрии для 

регистрации спеклограмм применяется видеозапись. Сравнение осуществляется 

с помощью процедуры сложения или вычитания видеосигналов.  

Цифровая спекл-интерферометрия основана на использовании 

компьютерных систем обработки изображений для корреляционного сравнения 

спеклограмм исходной и деформированной поверхностей объекта. Этот способ  

наиболее приспособлен к условиям промышленного производства. 

Для получения количественных данных необходимо выполнять 

расшифровку корреляционных полос при определении деформаций 

поверхности объекта. При использовании традиционных методов расшифровки 

точность результатов из-за высокого уровня спекл-шума значительно уступает 

голографической интерферометрии. Однако потенциальные возможности 

метода спекл-интерферометрии значительно выше. Новые методы получения и 

расшифровки спекл-интерферограмм позволяют приблизить точность 

измерений смещений и деформаций поверхности к методам голографической 

интерферометрии. 

Рассмотрим традиционный метод цифровой корреляционной спекл-

интерферометрии. На рис. 1.12 показан интерферометр Майкельсона, 

отличающийся тем, что у него зеркальная опорная поверхность заменена на 

шероховатую. Волны, рассеянные опорной и объектной поверхностями 

интерферируют в плоскости изображения линзы L. Размер спеклов 

регулируется апертурой, расположенной перед линзой. 
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Рисунок 1.12. Спекл-интерферометр с шероховатой опорной поверхностью 

 

Результирующую интенсивность - спеклограмму исходной поверхности 

объекта – можно представить в следующем виде: 

  )cos(2),( 222
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где sE , rE  - комплексные амплитуды опорной и объектной волны; As и Ar - 

амплитуды, rs   - разность фаз объектной и опорной волн. На рис.1.13 

показана типичная спеклограмма диффузного объекта и график по строке, на 

котором хорошо видна структура спеклов. 

При деформации объекта изменяются фазы световых волн, рассеянных 

отдельными элементами его поверхности в точку (x,y). Однако, если смещение 

поверхности не слишком велико, то фазовые сдвиги световых волн, рассеянных 

от отдельных элементов поверхности объекта в одну и ту же точку можно 

считать одинаковыми. 

  

                                            а                                                            б 

 

Рис. 1.13.   Фотография (негатив) спеклограммы (а) и распределение интенсивности по 
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центральной строке (б) 

 

Обозначим через (x,y) фазовый сдвиг в точке, вызванный деформацией 

объекта. Тогда, интенсивность спекл-картины от деформированной 

поверхности объекта можно представить так: 

)),(cos(2),( 22
)1

2
( yxΨAAAAEEyxI rsrsrsrsdef  . 

Если оба интерферирующие световые поля имеют спекл-структуру, то 

Iref(x,y) и Idef(x,y) можно рассматривать как случайные величины. В этом 

случае, коэффициент корреляции двух случайных переменных определяется 

как 

YXYX YXYX  ][, ,                        (1.14) 

где                                            




 

22 XXX ,     








 
22 YYY  

Если X и Y независимые случайные величины, то  

YXYX  . 

В этом случае коэффициент корреляции равен нулю. 

Подставляя Iref(x,y) и Idef(x,y) в (1.37), после преобразований и ряда 

упрощений получим 

2/)cos1()(  .                                     (1.15) 

Корреляция равна единице, если n 2 , и равна нулю, когда  )12( n . 

При практических вычислениях корреляционное сравнение осуществляется 

вычитанием или сложением двух спеклограмм, одна из которых соответствует 

исходному, a другая - деформированному состоянию поверхности объекта. 

2)),(),((),( yxIyxIyxI defrefs    .                        (1.16) 

Подставляя в (1.16) выражения для Iref(x,y) и Idef(x,y), после некоторых 

преобразований получим 
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)cos1(cos ΨNΨNNIs  ,                                      (1.17) 

где                            )2/sin(8 22 ΨAAN rsrs   .                                       (1.18) 

Выражение (1.17) описывает процесс образования корреляционных спекл-

интерферограмм. Видно, что оно существенно отличается от базового 

уравнения интерферометрии (1.8). 

Поскольку зависимость (1.17) носит такой же характер, как и (1.16), полосы, 

образующиеся в результате вычитания или сложения спекл-картин, носят 

название корреляционных интерференционных полос. Однако картина полос 

модулируется спекл-структурой, возникающей в результате прохождения 

высокочастотных составляющих сигнала через оптическую систему с 

ограничивающей апертурой. Распределение яркости в картине корреляционных 

полос, описывается выражением (1.17), где N отвечает за распределение 

спеклов (1.18), амплитуда As и фаза s (в случае диффузной поверхности), а 

также, возможно, Ar и r (для диффузного опорного пучка) определяют форму 

и размер спеклов в плоскости изображения. 

Как видно, в тех областях плоскости изображения объекта, где вызванный 

деформацией фазовый сдвиг  равен 

  =   ±2n,    n = 0,1,2 .... , 

выражение (1.17) равно нулю и поэтому такие области будут при отображении 

выглядеть темными, тогда как другие области, где это условие не выполняется, 

будут спеклоподобны. На рис.1.11 приведена типичная картина спекл-

корреляционных полос, возникающая при деформации плоской пластины с 

диффузной поверхностью. 

В плоскости изображения объекта формируется спеклообразная картина 

корреляционных полос, в которой, в отличие от интерференционных картин, 

проследить возможно только темные полосы. 

При получении выражения (1.17) предполагалось, что As, Ar и s - r не 

меняются при деформации объекта. Если это не так, то видность 

корреляционных полос уменьшается. Большие изменения приводят к полному 
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исчезновению полос. Этот эффект называется декорреляцией спеклов. 

  

                                      а                                                                б 

Рис. 1.14. Корреляционная спекл-интерферограмма (а) и 

                                    распределение интенсивности по центральной строке (б) 

Выбирая схему интерферометра таким образом, чтобы декорреляция 

спеклов была минимальной, можно добиться максимальной чувствительности к 

выбранному виду деформаций. В общем случае элемент поверхности предмета 

смещается на вектор d = (d1, d2, d3), где d1 - нормальные к плоскости объекта 

смещения, d2, d3 - смещения в плоскости объекта. Необходимо, чтобы 

чувствительность к смещениям, приводящим к декорреляции полос, была 

минимальной. Например, показанный на рис. 1.12 интерферометр, 

предназначен для измерения нормальных составляющих при деформации 

объекта. Картина полос, возникающая в плоскости изображения этого 

интерферометра, определяется соотношением 

 /4 1d  . 

Если необходимо уменьшить чувствительность, используется следующая 

схема: 
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Рис. 1.15. Схема спекл-интерферометра для регистрации нормальных 

смещений с пониженной чувствительностью 

 

В этом случае  

 21
1 coscos

2





λ

d
 . 

Для определения смещений объекта в собственной плоскости применяется 

схема спекл-интерферометра, показанная на рис. 1.16. 

 

 

 

Ри.с 1.16. Схема спекл-интерферометра, чувствительного к смещениям в 

плоскости объекта 

 

Разность фаз в плоскости объекта между исходным и деформированным 

состоянием определяется как 






sin4 2πd
 . 

Для определения всех компонент вектора смещения [G.Gulker] и др. 

предложена следующая схема: 
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Рис. 1.17. Спекл-интерферометр для измерения всех компонент вектора 

смещений: З1, З2 - зеркала; ПЗ1, ПЗ2, ПЗ3 - светоделители; ТК - телевизионная 

камера. 

 

Светоделители ПЗ1 и ПЗ2 поочередно вводятся в схему. При наличии 

светоделителя ПЗ1 световой пучок, проходящий через левое зеркало З1, 

интерферирует в плоскости изображения с пучком, проходящим через правое 

зеркало З2. В этом случае интерферометр чувствителен к смещениям в 

плоскости объекта. Если в оптическую схему введен светоделитель ПЗ2, 

интерферометр чувствителен к нормальным к плоскости объекта смещениям. 

При деформации объекта можно по аномальному поведению 

корреляционных полос производить дефектоскопию различных конструкций в 

реальном масштабе времени. 

 

1.5. Аналого-цифровое преобразование изображений 

 

Для получения количественной информации об объекте необходимо 

провести компьютерную расшифровку цифровых сигналов. Непрерывные 

двумерные оптические изображения следует преобразовать в цифровой вид, 
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который в общем случае представляет собой некоторый массив чисел. 

Преобразование непрерывного сигнала в цифровой сигнал можно трактовать 

как отображение непрерывного множества в счетное множество. Для 

преобразования непрерывных двумерных сигналов в цифровые используют две 

элементарные процедуры – дискретизацию и квантование. Дискретизация – 

замена непрерывного сигнала последовательностью чисел, представляющих 

разложение этого сигнала по какому-либо конечномерному базису. 

Поэлементное квантование – замена непрерывной шкалы значений этих чисел  

дискретной. Дискретизация относится к классу линейных преобразований, 

поэлементное квантование – к классу нелинейных преобразований.  

При выполнении преобразований необходимо соблюдать соответствие 

между непрерывными и цифровыми преобразованиями (рис. 1.18). 

Непрерывное и цифровое преобразования сигнала соответствуют друг другу, 

если одинаковые входные сигналы они преобразуют в одинаковые выходные. 

 
Рис. 1.18. Эквивалентное непрерывное преобразование 

 

Наиболее удобным способом дискретизации является представление сигнала 

в виде выборок значений (отсчетов) в регулярно расположенных точках (в 

моменты времени), отделенных друг от друга интервалом, который называется 

интервалом дискретизации. Последовательность точек, в которых берутся 

отсчеты, называется растром. Величину, обратную интервалу между отсчетами, 

называют частотой дискретизации. Практически эта операция осуществляется 

измерением сигнала с помощью датчика с некоторой конечной апертурой 

(площадкой по которой происходит усреднение). Математически это 

представляется как свертка сигнала с некоторым ядром D(x): 






 dxxkxxaxka D )()()(~ . 
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Набор значений  )(~ xka   составляет дискретное преобразование сигнала. 

Ядро D(x) называется апертурой дискретизации. 

1.5.1. Идеальная дискретизация 

Пусть функция FI(x,y) описывает исходное непрерывное изображение 

бесконечных размеров. В идеальной системе пространственные отсчеты 

исходного изображения получаются путем перемножения этой функции с 

пространственно-дискретизирующей функцией [10]: 












21

),(),( 21
jj

yjyxjxyxS  . 

Эта функция представляет бесконечное число дельта-функций, заданных в 

узлах решетки с шагом (x, y). 

Двумерная функция (x,y) может быть представлена как произведение двух 

одномерных: (x,y)=(x)(y).  

Двумерная дельта-функция Дирака (рис.1.19) есть сингулярный оператор, 

обладающий следующими свойствами:  



 


случаях;остальных  в 0

,0,0,
),(

yx
yx  



 


случаях;остальных  в 0

,,,
),(

yx
yx  

 




 ),(),(),( yxFddyxF . 

 

Рис. 1.19. Двумерная дельта-функция Дирака 
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Дискретизированное изображение можно записать так: 

 ),(),(),( yxSyxFyxF Ip  












21

),(),( 2121
jj

yjyxjxyjxjF  

Непрерывный аналоговый сигнал представляется последовательностью его 

значений (отсчетов). Отсчеты берутся в точках, отделенных друг от друга  

интервалом дискретизации (x,y). Величину, обратную интервалу между 

отсчетами, называют частотой дискретизации. Пространственной частотой 

называют отношение периода сигнала к интервалу дискретизации. Понятно, что 

чем меньше интервал дискретизации и соответственно выше частота 

дискретизации, тем меньше различия между исходным сигналом и его 

дискретизированной копией. 

Для анализа процесса дискретизации удобно воспользоваться спектром 

),( yxpФ  , получаемым в результате непрерывного двумерного 

преобразования Фурье дискретизированного изображения объекта 

 




 dxdyyxiyxFФ yxyxp )(exp(),(),( . 

Функцию ),( yxpФ   можно представить в виде свертки: 

),(),(
4

1
),(

2 yxyxIyxp ФФ 


 , 

где FI(x,y) – спектр исходного изображения; (x,y) – спектр 

дискретизирующей функции. 

Двумерное преобразование Фурье дискретизирующей функции 

),(  yx  дает бесконечный набор дельта-функций в плоскости частот с 

шагом 
x

xs





2
, 

y
ys






2
, т.е. 
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 














1 2

),(
4

),( 21

2

j j
ysyxsxyx jj

yx
 

Вычисляя свертку, получим 

)
2

,
2

(
1

),( 21

1 2
y

j
x

jФ
yx

Ф yx
j j

IyxP











  









 

Из этого выражения видно, что спектр дискретизированного изображения 

получается путем бесконечного повторения спектра исходного изображения со 

сдвигом на величины, кратные 
x

xs





2
, 

y
ys






2
. Если x и у выбраны 

слишком большими по сравнению с шириной спектра ФI(x,y), то соседние 

спектры будут перекрываться друг с другом (рис.1.20).  

 

Рис. 1.20. Повторение спектров в результате дискретизации 

 

На верхнем графике спектр сигнала такой, что   0I  при 
x


 , на 

нижнем  полоса частот исходного сигнала шире. В первом случае по p  

можно точно определить I , и следовательно восстановить сигнал IF  по его 

дискретному представлению pF . Это невозможно во втором случае из-за 

перекрытия членов уравнения (1.19).  
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Теорема Котельникова (в зарубежной литературе эта теорема известна как 

теорема Шеннона или критерий Найквиста):  

Пусть 
2

,
2

s

c

s

c

y
y

x
x





  максимальное значение , при котором 

Фурье-образ не равен нулю. Тогда сигнал F(x,y) поддаётся точному 

восстановлению по выборочным отсчетам, если расстояние между соседними 

отсчетами меньше или равно 

cc yx

yx








 , .  

Частоты 
x


, 

y


 называются частотой среза или частотой Найквиста. 

Таким образом, частота дискретизации по крайней мере должна быть в два раза 

больше полосы частот исходного аналогового сигнала. В этом случае 

непрерывное изображение можно полностью восстановить по 

дискретизированному изображению. Если это условие не выполняется, то 

дискретизация может сопровождаться необратимыми искажениями. При 

дискретизации изображений с недостаточной частотой происходит наложение 

спектров. Это приводит к появлению в восстановленном изображении ложных 

низкочастотных гармоник. Высокочастотный сигнал после дискретизации со 

слишком малой частотой приобретает вид низкочастотного  сигнала (рис.1.21). 

Здесь показаны сигнал и точки дискретизации, взятые с большим шагом. 

 

Рис. 1.21. Образование ложного низкочастотного сигнала 

Вместо синусоидального сигнала имеем ломаную кривую. Восстановить 

исходное изображение невозможно. Спектр дискретизированного изображения 

для этого случая можно представить как 
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 ,),(),(
1

),( yxQyxIyxp
yx




 , 

где ФI(x,y) - спектр исходного изображения, а выражение 

 










1 2

),(),( 21
j j

ysyxsxIyxQ jj  , 

описывает компоненты спектра дискретизированного изображения, которое 

получается при повторении исходного спектра с периодами 

yx ss yx
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

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2
,

2
. Если имеется наложение спектров, то получится 

изображение: 
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соответствует деталям восстановленного изображения, которые появились 

вследствие наложения. 

 

Рисунок 1.22. Аналого-цифровое преобразование. Искажение дискретизации 

 

На рис. 1.22 показаны изображения исходного аналогового и 

дискретизированного сигналов. Под изображением аналогового указаны точки, 

в которых берутся отсчеты. Сверху – значения,  показывающие, сколько точек 

дискретизации приходятся на один период. Значения пространственной 

частоты сначала увеличиваются, а затем уменьшаются. Как видно, 



 

 

 

232 

низкочастотные компоненты, для которых на один период приходится более 

двух дискретизированных точек, восстанавливаются без искажений. 

Высокочастотные компоненты искажаются. При этом возникают ложные 

низкочастотные полосы. 

 

1.5.2. Дискретизация сигналов в реальных системах 

 

В отличие от идеальных систем при дискретизации изображений в реальных 

системах выполняются следующие условия: 

– дискретизирующая решетка имеет конечные размеры;  

– ширина дискретизирующих импульсов заметно отличается от нуля;  

– отсчеты изображения могут быть взяты с недостаточной частотой.  

С учетом этих предположений дискретизированное реальное изображение 

можно описать функцией 
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где дискретизирующая функция 
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состоит из   1212 21  JJ  одинаковых импульсов P(x,y), образующих решетку 

с шагом (x, y). Будем считать, что дискретизированные импульсы 

нормированы: 

 




1),( dxdyyxP . 

Можно считать, что дискретизирующая функция получена пропусканием 

конечного набора дельта-функций DT(x,y) через линейный фильтр с 

импульсным откликом P(x,y) 
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где                             
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Подставив выражение (1.21) в (1.20) записываем  
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Спектр этой функции равен: 
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где ),(ˆ yxP   – преобразование Фурье функции ),( yxP . 

Преобразование Фурье от конечной решетки дискретизирующих импульсов 

равно: 
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На рис. 1.23 приведен график этой функции. С увеличением J1 и J2 правая часть 

формулы (1.22) в пределе превращается в набор дельта-функций. 

 

Рис. 1.23. Преобразование Фурье от конечной решетки дискретизирующих импульсов 
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Числовые значения отсчетов изображения получаются  пространственным 

интегрированием по некоторой конечной площадке – элементу изображения. 

Конечность размеров дискретизирующего импульса не всегда является 

недостатком. Рассмотрим случай, когда спектр изображения очень широкий и 

изображение дискретизируется с недостаточной частотой. Импульс c 

конечными размерами фактически осуществляет низкочастотную фильтрацию 

исходного изображения, что приводит к сужению спектра и, следовательно, 

уменьшает ошибки, вызванные наложением спектров. 

1.5.3. Необходимые условия дискретизации интерференционной картины 

Интерференционные полосы образуются при разности оптического хода 

интерферирующих волновых фронтов на полную длину волны, т.е. при 

изменении разности фаз на 2. Пространственная частота массива детекторов 

ограничивает максимально измеряемую частоту полос. Максимальная частота 

измеряемых полос равна частоте Найквиста для массива приемников. Если 

частота полос на интерферограмме превышает частоту Найквиста, приемник 

фиксирует ложные низкочастотные полосы. Это происходит, например, при 

интерференционных измерениях асферических волновых фронтов с большими 

различиями от эталонных. Для моделирования этого процесса представим на 

рис.1.24 геометрию фотоприемника. Пусть фотоприемник представляет собой 

прямоугольный массив прямоугольных датчиков. Каждая точка фиксируется 

датчиком размером a на b.  

 

Рис. 1.24. Геометрия фотоприемника 
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Для простоты анализа все незначимые константы опущены и все выражения 

рассматриваются в плоскости приемника. Например, масштабный фактор, 

связывающий размеры объекта с размерами его изображения, игнорируется. В 

этом случае пространственную дискретизацию изображения можно описать 

следующим выражением: 
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где I(x,y) – поле интенсивностей одной из интерферограмм, символ ** 

обозначает двумерную свертку, и функция comb() – массив –функций с таким 

же пространственным расположением, как и точки на дискретизированной 

интерферограмме.  

Пространственные частоты дискретизированной интерферограммы можно 

получить Фурье-преобразованием выражения 
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где ()  координаты пространственных частот, ),(ˆ sI   спектр 
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Природа возникновения ложных полос показана на рис.1.25.  
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в  

Рис.1.25. Образование ложных полос в частотной области: (а) – границы спектра, (б) – 

спектр сигнала при частоте Найквиста, превышающей верхнюю границу спектра, (в) – спектр 

сигнала при частоте Найквиста ниже верхней границы спектра 

 

Для простоты графического представления предположим, что функция 

),sinc(),(ˆ  baI   ограничена треугольной функцией (рис. 1.25,a). Границы 

±1/a совпадают с первыми нулями функции sinc. На рис. 1.25,б показан случай, 

когда границы спектра меньше частоты Найквиста приемника fn = p/xs, он 

соответствует условию теоремы о дискретизации: шаг дискретизации не 

должен превышать половины периода пространственной гармоники, 

соответствующей самым мелким деталям изображения. 

В случае широкополосных волновых фронтов появляются полосы, границы 

частот которых ±1/a превышают частоту Найквиста (рис.1.25,в). 

Повторяющиеся участки спектра перекрываются с основной частью спектра от 

нуля до частоты Найквиста. Образуются низкочастотные ложные полосы.  

При дискретизации интерференционных картин к массиву детекторов 

предъявляются определенные требования: необходимо выбирать шаг 

дискретизации и размер элемента датчика, соответствующие спектру сигнала; 

размер активной области каждой точки относительно шага между точками (см. 

рис.1.24) должен соответствовать отклику в пространственно-частотной 

области  амплитудно-частотной характеристики точки (АЧХ).  

Если G = a/xs есть отношение ширины точки к расстоянию между точками, 

то АЧХ каждой точки будет функцией sinc с первым нулем пространственных 

частот 1/a или 1/(Gxs). Для разрешения высокочастотных полос необходимо, 

чтобы частота отсечки превышала частоту Найквиста, т.е. G должно быть мало. 
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Малая величина G достигается, когда точки детектора малы и широко 

разделены. Это похоже на разреженный массив. Наиболее традиционные 

датчики, используемые для ввода изображений, разработаны для улавливания 

максимально возможного количества освещения и имеют величину G между 

1/2 и 1. Сравнение АЧХ стандартного детектора и разреженного массива 

детекторов показано на рис. 1.26.  

 

Рис. 1.26. Амплитудно–частотная характеристика точечной апертуры для стандартного 

датчика и разреженного массива датчиков 

Таким образом, для восстановления полной фазы необходимо, 

регистрировать интерференционную картину с помощью массива датчиков, 

позволяющего разрешать профиль волнового поля. При отражении от объектов 

с диффузной поверхностью образуется волновой фронт с широкополосным 

спектром, поэтому спектры при дискретизации перекрываются с недостаточной 

частотой. Для устранения этого эффекта необходимо уменьшать размер 

элементарной площадки датчика. 

 

1.5.4. Выделение пространственных частот выше частоты Найквиста 

 

Существующие методы устранения фазовой неоднозначности, основанные 

на развертывании поля фаз, предполагают, что интерференционные полосы 

разрешаются при оцифровке аналоговых значений поля интенсивности. Это 

означает, что используется массив детекторов, который позволяет проследить 

существующие полосы. Согласно теореме Котельникова для восстановления 

фазового фронта требуется зарегистрировать не менее двух точек на полосу. 

Для фазосдвигающей интерферометрии ограничение больше, поэтому 



 

 

 

238 

требуется не менее трех точек. Однако такое условие часто нарушается. 

Вопросам анализа волновых фронтов, которые приводят к интерференционным 

картинам с частотой полос, превышающей частоту Найквиста, посвящен 

следующий раздел. 

Обычные алгоритмы анализа интерферограмм не работают при частоте 

полос, превышающей частоту Найквиста массива фотоприемников. 

Рассмотрим, будет ли это фундаментальным ограничением 

интерференционных методов [1].  

Согласно теореме Котельникова – Шеннона непрерывная информация 

может быть всегда безошибочно восстановлена по дискретным значениям, если 

спектр сигнала ограничен частотой Найквиста. Однако важно отметить, что в 

этой теореме не говорится и не подразумевается, что сигнал не может быть 

восстановлен в противоположном случае. Возможность перекрытия для 

сигналов определенного вида зависит от априорной информации о 

характеристиках входного сигнала. Процедура, позволяющая расширить 

разрешение при дискретизации сигнала, показана на рис.1.27.  

 

Рис. 1.27.  Процедура выделения частот выше частоты Найквиста: 

а – исходный спектр сигнала; б – спектр дискретизированного сигнала; в – 

часть спектра в области разрешения;   г –восстановление спектра переносом 

части спектра 

 

Входной сигнал должен содержать пространственные частоты в некотором 

диапазоне от нуля до частоты Найквиста, и эта область частот должна быть 
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известна (рис.1.27,a). После дискретизации пространственные частоты выше 

частоты Найквиста будут накладываться на область частот, ограниченную 

разрешением фотоприемника (рис.1.27,б). На изображении они выглядят как 

низкочастотные ложные полосы. На рис.1.27,в показан результат 

низкочастотной фильтрации, после которой остаются частоты только в 

диапазоне, ограниченном разрешением фотоприемника. Однако если имеется 

априорная информация о том, что область около нуля не содержит частот, 

ошибочно отображаемые частоты можно вернуть на свое место (рис. 1.27,г). 

Такая процедура будет успешной для сигналов, у которых не будет перекрытия 

от других реплик в области разрешения фотоприемника. Эти условия 

рассмотрены в предыдущем параграфе. 

Из вышеизложенного следует, что: а) не существует фундаментальных 

причин, которые препятствуют определению частот больших частоты 

Найквиста или измерению волновых фронтов с наклоном большим половины 

длины волны в соседних точках; б) использование дополнительной априорной 

информации о пространственном распределении исследуемого волнового 

фронта или поверхности позволяет расширить диапазон измерений. 

 

1.5.5. Квантование 

 

Квантование – это замена величины отсчета сигнала ближайшим 

значением из набора фиксированных величин – уровней квантования. Другими 

словами, квантование – это округление значений отсчета. Уровни квантования 

делят весь диапазон возможного изменения значений сигнала на конечное 

число интервалов – шагов квантования. Расположение уровней квантования 

обусловлено шкалой квантования. Используются как равномерные, так и 

неравномерные шкалы. На рис.1.28 показаны исходный аналоговый сигнал и 

его квантованная версия, полученная с использованием равномерной шкалы 

квантования, а также соответствующие сигналам изображения.  
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Рис.1.28. Аналого-цифровое преобразование. Квантование 

 

Искажения сигнала, возникающие в процессе квантования, называют 

шумом квантования. При инструментальной оценке шума вычисляют разность 

между исходным сигналом и его квантованной копией, а в качестве 

объективных показателей шума принимают, например, среднеквадратичное 

значение этой разности:  


 
n

k
k qxDD

1

2

12

1
, где x - погрешность 

квантования, q – величина интервала квантования. 

Изображение шума квантования показано на рис.1.29. В отличие от 

флуктуационных шумов шум квантования коррелирован с сигналом, поэтому 

он не может быть устранен последующей фильтрацией.  

Шум квантования убывает с увеличением числа уровней квантования.  

 

Исходный сигнал Шум квантования Исходный сигнал Шум квантования 

    

а б 

Рис. 1.29. Шум при квантовании на  32 уровня (а), на 128 уровней (б); слева 

– исходный сигнал, справа – шум квантования 
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На рис. 1.29,а показаны, квантованное на 32 уровня изображение и 

соответствующий такому числу уровней шум квантования, в котором нетрудно 

разглядеть форму исходных интерференционных полос. Изображение, 

показанное на рис.1.29,б, получено с использованием 128 уровней. При таком 

сравнительно большом числе уровней шум квантования похож на обычный 

флуктуационный шум. Размах шума упал, поэтому пришлось при получении 

картины шума квантования увеличить этот размах в 128 раз, чтобы шум был 

заметен. Еще несколько лет назад вполне достаточным казалось использовать 

256 уровней для квантования интерференционных сигналов. Сейчас считается 

нормой квантование интерференционных сигналов на 1024 уровня.  

Операции, связанные с преобразованием аналогового сигнала в цифровую 

форму, выполняются аналого-цифровым преобразователем (АЦП). Обратная 

процедура, т.е. восстановление аналогового сигнала из последовательности 

кодовых слов, производится в цифроаналоговом преобразователе (ЦАП). 

Сейчас существуют технические возможности для реализации всех этапов 

обработки изображения  в цифровой форме. Однако в качестве датчиков 

сигнала (например,  передающей телевизионной трубки или прибора с 

зарядовой связью) и устройств воспроизведения изображения (например, 

кинескопа) пока используются аналоговые устройства, поэтому аналогово–

цифровые и цифроаналоговые преобразователи являются неотъемлемой частью 

интерференционных цифровых систем. 

 

1.5.6. Восстановление непрерывного изображения из дискретного 
 

Если 
2

,
2

s

c

s

c

y
y

x
x


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
  или 

ycxc

yx








 , , то непрерывное 

изображение можно получить из дискретного с помощью линейной 

пространственной интерполяции или линейной пространственной фильтрации 

дискретизированного изображения [10]. 
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Пусть R(x,y) есть импульсный отклик интерполирующего фильтра, а 

),( yx   его частотная характеристика. Восстановленное непрерывное 

изображение получается сверткой последовательности отсчетов с импульсным 

откликом восстанавливающего фильтра: 

),(),(),( yxRyxFyxF pR   . 

Пространственно-частотный спектр изображения есть произведение 

частотной характеристики восстанавливающего фильтра на спектр 

дискретизированного изображения: 

),(),(),( yxyxpyxR  . 

Если перекрытия спектров не будет, то возможно полное восстановление 

исходного непрерывного изображения путем пространственной фильтрации с 

помощью соответствующего фильтра. Формы частотной характеристики таких 

фильтров показаны на рис. 1.30:  

 

а 

 

б 

Рис. 1.30. Прямоугольный фильтр (а) и круговой (б) для восстановления 

дискретизированных изображений 
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импульсный отклик интерполирующего фильтра, K – масштабная постоянная. 

Или 
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где J1 – бесселева функция первого рода; R1 и R2 - импульсные отклики 

фильтров. 

Существует много фильтров, которые можно использовать для 

восстановления изображений. Однако на практике в цифровой системе бывает 

сложно реализовать оптимальный восстанавливающий фильтр. Одна из 

практических трудностей состоит в том, что фильтры R1(x,y) и R2(x,y) 

принимают не только положительные, но и отрицательные значения. Такие 

функции нельзя сформировать оптическими средствами. 
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ГЛАВА 2 

 

 

ВОССТАНОВЛЕНИЕ ПОЛЯ РАЗНОСТИ ФАЗ 

 

При интерференционных измерениях информация о параметрах объектов 

или их свойствах содержится в интерференционной картине – 

интерферограмме. Например, в голографической интерферометрии 

производится сравнение двух волновых фронтов, один из которых формируется 

интерферометром в реальном времени, а другой восстанавливается с 

голограммы, в этом случае можно измерить разность состояний объекта в 

различные моменты времени. Полезная информация представляет собой 

разность волновых фронтов, которая формирует интерференционную картину и 

содержится в интерферограмме в неявном виде. То есть для ее получения 

необходимо «расшифровать» интерферограмму. В этой главе термин 

«расшифровка» используется для обозначения процесса выделения разности 

фаз интерферирующих волновых фронтов по интерференционной картине. 

Разность фаз обозначается как      yxyxyx rp ,,,   . 

2.1. Классификация методов восстановления поля разности фаз по 

интерференционным картинам 

Существуют два подхода к цифровой обработке интерференционных 

картин. Первый подход основывается на предположении об 

интерференционном сигнале как реализации случайного процесса. Второй 

предполагает детерминированный характер интерференционных измерений. 

При этом задача сводится к синтезу относительно простых операторов 

обработки, реализующих обратные тригонометрические функции и устойчивых 

к вносимым помехам [1]. 

Методы определения разности фаз по интерференционным картинам можно 

разделить на две группы. К первой группе относятся методы, в которых 



 

 

 

246 

расшифровка ведется по одной интерферограмме:  

-  выделение координат полос; 

-  разделение частотных составляющих в спектральной плоскости. 

Для реализации этих методов не требуется модификация известных 

интерферометров. Однако точность расшифровки зависит от 

пространственного разрешения спектров полезных и шумовых составляющих 

сигнала. Детальный анализ шумов в интерференционной системе трудоемок, и 

выполнить его на практике не всегда возможно. Другую группу составляют 

методы, в которых расшифровка производится по серии интерферограмм, 

полученных при некотором известном изменении параметров интерферометра. 

Определяются все параметры интерференционного сигнала (разность фаз, 

средняя интенсивность,  модуляция интенсивности). Если в разность фаз между 

интерферирующими пучками добавлять некоторый фазовый сдвиг, который 

меняется по некоторому известному закону, то выражение для поля 

интенсивности интерференционной картины будет иметь вид 

 

)}),(cos(),(1){,(),( 0 fyxyxVyxIyxI  ,                    (2.1) 

 

По способу внесения фазового сдвига методы можно разделить на следующие 

подгруппы: 

- фазо-фиксируюшая интерферометрия (phase-lock interferometry). Закон 

изменения фазы                                 f = Asin(t) +'. 

- гетеродинная интерферометрия (heterodine interferometry). Фаза меняется 

как                                                       f = t. 

- Пошаговая или фазо-сдвигающая интерферометрия (phase-sampling or 

phase-shifting interferometry).            f
r
 = (r1)f

0
. 

Применение таких методов позволяет значительно увеличить точность 

расшифровки, но при этом возникает необходимость разработки новых 

оптических систем или их модификации. 

 



 

 

 

247 

2.2. Необходимые условия однозначного определения разности фаз 

 

Выражение для распределения интенсивности интерферирующих пучков 

можно записать в виде [2] 

 

aEEE  1),(),(),(),(
222

yxyxyxyxI rrp ,               (2.2) 

 

где вектор ),(),( yxyx rp EEa  . Как видно из рис. 2.1, этому уравнению 

удовлетворяет множество векторов в комплексной плоскости. 

 

 

 

 

Рис. 2.1. Графическое решение уравнения (2.1). )Re(ara   реальная часть вектора a , 

)Im(aia   его мнимая часть. 

Таким образом, при известном опорном поле по одной интерферограмме 

невозможно найти единственное решение для объектной волны. Для 

нахождения единственного решения необходима дополнительная информация,  

в качестве которой можно использовать добавочные измерения интенсивности 

в плоскости регистрации, изменяя опорную волну rE  при неизменном поле 

pE . С этой целью регистрируется ряд интерференционных картин 
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2
l
r

l
pI EE  ,           l = 1,2,3...                (2.3) 

 

Для каждого из опорных полей выделим мультипликативный элемент r
l
E .  

 

rr
l

r
l

rr
ll

r i EAEEE )]exp()[()(   ,                 (2.4) 

 

где r
l
A  и r

l  описывают изменение соответственно амплитуды и фазы. 

Перепишем (2.2) в виде  

 
222

)( r
l

rrr
l

p
l E EaEEEI  = 

 222
)]Im()[Im()]Re()[Re( r

l
rr

l
r EEEaE    .        (2.5) 

 

Из рис. 2.2 видно, что единственное решение может быть определено как точка 

пересечения трех окружностей в комплексной плоскости. 

 

 

Рис.2.2. Графическое решение системы уравнений (2.5) для l=1,2,3. 

 

Сгруппируем члены с неизвестным a  в правой части  
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 22

2
)Im()Re( r

l
r

l

r

l
l I

K EE
E

 

)Im()Im(2)Re()Re(2)Im()Re( 22
aEaEaa r

l
r

l  . 

 

Для l=1,2,3 получим систему уравнений  

 

)Im()]Im()[Im()Re()]Re()[Re(
2

2121
21

aEEaEE rrrr
KK




, 

)Im()]Im()[Im()Re()]Re()[Re(
2

3232
32

aEEaEE rrrr
KK




. 

 

Система из двух уравнений с двумя неизвестными )Re(a  и )Im(a  может быть 

разрешена, если детерминант системы не равен нулю: 

 

  
   0)Im()Im()Re()Re(

)Im()Im()Re()Re(
2132

3221





rrrr

rrrr

EEEE

EEEE
      (2.6) 

 

Используя запись двумерного вектора )]Im(),[Re( EEE   и обозначение 

векторного перекрестного умножения  

)Re()Im()Im()Re( 212121
EEEEEE  , 

 

тогда в векторной форме условие (2.6) можно переписать в виде 

 

0)( 32321  rrrrr EEEEE .                  (2.7) 

 

Видно, что существует три случая, удовлетворяющих неравенству (2.7): 

 

1)                 0)( 321  rrr EEE   и   032  rr EE  (см. рис. 2.3а) 
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2)                 0)( 321  rrr EEE   и   032  rr EE , но  

                    rrrrr EEEEE
32321 )(   (см. рис. 2.3б) 

3)                0)( 321  rrr EEE  и 032  rr EE  (см. рис. 2.3в), 

 

где операция ()  векторное произведение. 

Эти условия выполняются в следующих случаях (рис.2.3). Переменные 

rE
1 , rE

2 , rE
3  не должны быть все линейно зависимы, но две из них могут 

быть линейно зависимы друг от друга, если третья линейно независима с 

разностью первых двух. Это может быть достигнуто, например, 

использованием аттенюатора (линейно зависимый элемент) и фазосдвигающего 

элемента (линейно независимый).  

 

 

а                                       б                                                 в 

 

Рис. 2.3. Условия единственности решения 

 

Наиболее распространенные алгоритмы расшифровки, способные 

определять фазовые значения в пределах периода, основаны на достижении 

линейной независимости с помощью управляемого изменения фаз между 

опорным и объектным пучками. 
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2.3. Выделение координат полос 

 

Некоторую качественную информации о разности фаз интерферирующих 

пучков можно восстановить по внешнему виду интерференционных полос. 

Сравнивая интерференционную картину с набором эталонных изображений, 

можно определить, например, отклонение формы изучаемого объекта от 

эталонного. Однако в большинстве случаев наибольший интерес представляет 

количественная информация. 

Первый способ, нашедший применение для получения такой информации, 

состоял в измерении координат центров полос и определении их порядка [35]. 

Разность фаз в промежутках между полосами определялась с помощью 

различных методов аппроксимации, которые выбирались так, чтобы результаты 

вычислений наиболее полно соответствовали априорной информации о 

поведении искомой разности фаз. В механике, например, широко 

распространена аппроксимация сплайнами, в оптике  полиномами Цернике. 

Вначале расшифровку проводили ручным определением координат полос и 

измерением расстояний между ними с помощью масштабной линейки. Затем по 

таблицам определяли нужные характеристики. Большой объем обрабатываемой 

информации потребовал разработки различных средств автоматизации. 

Первоначально системы, используемые для автоматизации расшифровки, 

включали устройства ручного позиционирования интерференционных картин и 

ввода данных в компьютер. Шаговые двигатели с помощью электронной 

системы управления позволяли перемещать интерферограмму относительно 

координатной сетки до тех пор, пока визирный крест не совпадал с измеряемой 

полосой. Затем оператор убирал координатную сетку и определял порядок 

полосы. Данные считывались в компьютер, который определял необходимые 

характеристики. Дальнейшее развитие систем автоматизации связано с 

появлением устройств ввода оптической информации непосредственно в 

компьютер и  разработкой алгоритмов выделения центров полос по картинам 

интерференционных полос. Хотя различные реализации алгоритмов работы 
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таких систем отличаются в деталях, общими для них всех являются следующие 

шаги: предобработка изображений; прослеживание центров полос; 

интерактивная или автоматическая нумерация полос; аппроксимация значений 

между центрами полос. 

Предобработка изображений. При анализе высококонтрастных, свободных 

от шумов интерференционных картин иногда можно выделять центры полос 

без предварительной обработки. Однако большинство интерферограмм в 

процессе получения и ввода в компьютер искажаются. Такие интерферограммы 

требуют предварительной обработки. 

Типичные искажения можно разделить на геометрические искажения и 

искажения профиля полос. 

К основным причинам геометрических искажений относятся: дисторсии 

видеодатчика, ошибки ориентации координат объекта, перспективные 

искажения. Устраняются они с помощью цифровых геометрических 

преобразований. Многие интерферограммы содержат высокочастотный шум и 

низкочастотные изменения средней интенсивности и видности полос. 

Низкочастотные изменения проявляются в виде амплитудной модуляции полос, 

неравномерности фона или нелинейных искажений профиля полос. Когда 

пространственная частота шума существенно выше пространственной частоты 

полос, используется фильтрация с ослаблением высоких частот. Если шум 

низкочастотный (в случае, например, неравномерного освещения рабочего 

поля) используется фильтры, ослабляющие низкие частоты. Для случая 

стационарного шума (когда движение полос вдоль поля зрения не связано с 

движением шума) высокая степень его подавления может быть получена 

комбинированием двух интерферограмм в противофазах. 

Прослеживание центров полос. Прослеживание полос по их центрам 

выполняется различными алгоритмами интерполяции траектории полосы по  

координатам точек имеющих одинаковые значения фаз. В центрах 

интерференционных полос разности фаз кратны по модулю 2. Визуально 

центры интерференционных полос на интерферограмме это линии, 
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соединяющие светлые и темные точки, т.е. линии (траектории), проходящие 

вдоль минимумов и максимумов интерференционной картины. 

В настоящее время разработаны алгоритмы, которые достаточно уверенно 

выделяют центры полос для различных классов изображений. Однако 

универсального алгоритма не существует. Поэтому наиболее приемлемым 

представляется сочетание автоматических алгоритмов отслеживания центров 

интерференционных полос с их визуальной интерпретацией и интерактивной 

коррекцией производимой оператором. 

В реальном интерферометре распределение интенсивности искажается 

шумом. Поэтому в формулу, описывающую распределение интенсивности, 

должен быть добавлен шумовой член n(x,y): 

 

)),(),(cos(),(1)(,(),( 0 yxnyxyxVyxIyxI  ,          (2.8) 

 

Можно показать, что из-за шумовой модуляции максимумы 

интерференционной картины смещаются. Поэтому точность определения 

центров полос обычно не превосходит /10. 

Нумерация полос. Если оператор имеет априорную информацию о порядке 

полосы, нумерация может производиться интерактивно. Процедура состоит из 

идентификации полосы с помощью светового пера или курсора и занесения ее 

номера в компьютер. Следует отметить, что даже единичная ошибка оператора 

при нумерации полос может приводить к значительным ошибкам при 

вычислении измеряемых параметров.  

К недостаткам методов расшифровки на основе выделения центров полос 

можно отнести следующее: 

 невозможность определения знака приращения фазы для 

интерференционных картин сложной формы без участия оператора; 

 снижение точности выделения центров полос из-за вариаций амплитуд 

интерферирующих волновых полей и искажений, вызваемых спекл-шумами, 

вибрациями, воздушной турбулентностью; 
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 произвол при определении фазы в промежутках между центрами полос, 

зависящий от выбранного метода аппроксимации; 

  трудность определения и компенсации дефектов интерферометра. 

Системы,  использующие этот метод расшифровки, обладают целым рядом 

недостатков: точность выделения центров полос не превышает десятой доли 

полосы, алгоритмы обработки сложны и недостаточно эффективны, а также 

велико полное время обработки и требуется участие оператора в процессе 

обработки и расшифровки. Однако его применение  не требует модификации 

оптической схемы интерферометра, что позволяет использовать данный метод 

для автоматизации расшифровки интерферограмм практически во всех 

существующих схемах классических и голографических интерферометров. 

2.4. Методы, основанные на разделении частотных составляющих в 

спектральной плоскости 

 

Если частоты средней интенсивности, вариации интенсивности и фазы 

намного меньше, чем пространственная частота интерференционных полос, то 

полезная часть сигнала, содержащая информацию о фазе, может быть выделена 

с помощью фильтрации в частотной области или с применением цифровых 

фильтров непосредственно в пространственной области [68].  

Пространственное разнесение спектров сигналов в частотной области 

достигается при дополнительном наклоне волнового фронта одного из 

интерферирующих пучков. Если пространственная несущая ориентирована по 

координате x, то интенсивность может представлена в виде 

 

)2),(cos(),(),(),( 0xyxyxByxAyxI  ,                     (2.9) 

 

где ),(),((),(),,(),,( yxyxyxyxByxA rp    и 0  соответственно средняя 

(фоновая) интенсивность, вариация интенсивности, разность фаз и 

пространственная частота полос. Чтобы избежать проблем, связанных с 
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замкнутыми полосами, несущая частота в интерференционной картине должна 

быть выбрана так, чтобы  

 

)),((max2 0 yxgrad  .                                 (2.10) 

 

Выражение (2.10) можно переписать в виде 

 

)2exp(),()2exp(),(),(),( 0
*

0 xiyxCxiyxCyxAyxI  ,    (2.11) 

 

где * - знак комплексного сопряжения и 

 

 exp),(
2

1
),( ),( yxiyxByxC  .                                  (2.12) 

 

После одномерного Фурье-преобразования по x получим 

 

),(),(),(),( 0
*

0 yCyCyAyG FFF  ,                 (2.13) 

 

где FAG, и FC - спектры Фурье,   - пространственные частоты. 

Если FF CA , и ),( yx  имеют частоты намного меньше, чем 0  (рис. 2.4), 

то функция ),( yG   является тримодальной и полезная часть сигнала может 

быть выделена фильтрацией относительно 0 . На этом шаге исключается 

составляющая ),( yAF  , представляющая неравномерность освещенности по 

полю интерферограммы. 
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Рис.2.4. Разделение частот в спектре Фурье 

 

После сдвига на 0  и обратного преобразования Фурье, получим С(x,y)  

(2.12). Откуда фаза может быть определена, как 

 

)),(Re(

)),(Im(
),(

yxC

yxC
arctgyx   ,                                (2.14)

 

где Re(С(x,y)) и Im(С(x,y)) соответственно реальная и мнимая части С(x,y). Фаза 

может быть определена также с использованием комплексного логарифма 

 

),()2/),(log(),(log yxiyxByxC   ,                      (2.15)

 

где фаза содержится только в мнимой части. На этом шаге исключается 

мультипликативная составляющая неравномерности освещенности по полю 

интерферограммы. 

Этот метод можно распространить для двумерного случая, при этом 

фильтрация производится в одной полуплоскости пространства Фурье. 

Выражение (2.13) для двумерного случая принимает вид 

 

),(),(),(),( *  FFF CCAG  .                 (2.16) 
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Преимуществом способа на основе двумерного Фурье-преобразования 

является возможность расшифровки большинства интерференционных картин, 

в случае нарушения условия (2.10). Замкнутые полосы являются очевидным 

нарушением этого условия. В этом случае информация о знаке перехода фазы 

через 2 теряется. Поэтому было предложено использовать две 

интерференционные картины одного и того же объекта, причем вторая картина 

сдвинута относительно первой на =/2. 

Положим, что интенсивности двух интерференционных картин 

 

)2),(cos(),(),(),( 01 xyxyxByxAyxI  ,                   (2.17) 

 

)2),(cos(),(),(),( 02  xyxyxByxAyxI ,          (2.18) 

тогда 

 exp),(
2

1
),( ),(

1
yxiyxByxC  ,                      (2.19) 

 exp),(
2

1
),( ]),([

2
 yxiyxByxC                 (2.20) 

и 

)Im()Im()Re()Re(

)Re()Im()Im()Re(

2121

2121

CCCC

CCCC
arctg




  .            (2.21) 

 

Анализируя знак решения, может быть определен знак в каждой точке 

измеряемого поля. Кроме того, т.к.  является постоянной, точность 

определения фазы может быть улучшена усреднением результатов, 

полученным по двум интерференционным картинам. 

Процесс фильтрации в области пространственных частот может быть 

заменен анализом непосредственно в пространственной области.  

Если спектр является тримодальной функцией (рис.2.4), то разность фаз 

может быть определена посредством дискретной свертки с комплексным 
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фильтром в пространственной области. Чтобы выделить полезную 

составляющую фильтр должен удалять нулевую и отрицательную 0  частоты 

и пропускать положительную частоту 0 . Подобной частотной 

характеристикой обладают цифровые комплексные фильтры, имеющие 

комплексную импульсную характеристику: 

 

)()()( nihnhnh iRk  ,                                  (2.22) 

 

где )(nhR  и )(nhi  - действительная и мнимая ее части, причем )(nhR  - четная, 

а )(nhi  - нечетная функция. 

Общее разрешающее уравнение для представленного метода может быть 

представлено в виде 

10

121

121
21 2

)(**),(

)(**),(
arctan),( n

nhnnI

nhnnI
nn

R

I

  .             (2.23) 

 

Для этого необходимо конструирование цифровых фильтров с параметрами, 

соответствующими несущей частоте. Главная задача совершенствования 

метода цифровой комплексной фильтрации - синтез лучших по критериям 

точности и быстродействия фильтров.  

Методы, основанные на анализе спектральных составляющих, более точны 

и легко реализуемы по сравнению с методами, основанными на выделении 

центров полос. Однако область применения ограничена пространственным 

разрешением спектров интерференционных картин. 

 

2.5. МЕТОД ПСЕВДОДИНАМИЧЕСКОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

 

Метод псевдодинамического преобразования основан на анализе 

локального распределения поля яркости (интенсивности) интерференционной 



 

 

 

259 

картины. В обобщенном виде процесс образования и регистрации поля яркости 

интерферограммы  можно представить как воздействие некоторого оператора 

 на волновой фронт :  

 

 = .                                                               (2.24) 

 

Вид  оператора , как правило, имеет неявный вид и для большинства 

приложений в пространственной области (x,y) может быть представлен 

следующим образом 

I(x,y) = A(x,y) [1+V(x,y)cos(x,y)],                                   (2.25)  

 

где A(x,y)  средняя яркость интерферограммы; V(x,y)  контраст 

интерференционных полос. (x,y)  поле разности интерферирующих 

волновых фронтов. Отметим, что здесь и далее под полем фазы  понимается его 

главное значение:    ),(mod yx .  

В общем случае поля A(x,y) и V(x,y) имеют сложную структуру, связанную 

с полем фазы, и не могут быть восстановлены однозначно даже из 

дополнительных измерений. Возможность решения задачи расшифровки 

интерферограмм (2.24) определяется спектральным составом полезного сигнала 

)cos1(   и шумовых источников A, и V. 

Задача расшифровки может допускать решение,  если спектры полей A, V, 

 не перекрываются. Например, достаточно, чтобы выполнялись следующие 

очевидные условия: 

 

h
f

h
f VA







2
,

2
                             (2.26) 

 

где  Vf  - частота осцилляции контраста, Af - частота осцилляции средней 

яркости, h - шаг интерференционных полос. 
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Интерференционный член )cos1(   в большинстве случаев является 

детерминированным и относительно низкочастотным, т.е. не содержит 

гармоник с частотой, превышающей частоту  среза фильтра устройства ввода. 

При этом, как правило, характерные  размеры  осцилляции контраста 

составляют несколько шагов интерференционных полос. Поэтому можно 

считать, что спектры полей А и cos  не  перекрываются. Средняя яркость 

),( yxA  имеет более сложную структуру и представляет собой свертку 

изображения исследуемого объекта с передаточной характеристикой 

когерентно-оптического  тракта  голографического интерферометра. 

Спектральный  состав поля ),( yxA  зависит от уровня шероховатости объекта 

[25, 28]. 

Оптические поверхности (фазовые объекты) обладают регулярными 

отражающими свойствами,  что в итоге  приводит  к низкочастотному спектру 

поля ),( yxA  с характерными масштабами осцилляции средней  яркости,  

превышающими  шаг  интерференционных полос. В этом случае, поле ),( yxA  

имеет низкочастотный спектр и может быть оценено по значениям поля 

яркости ),( yxI . Учитывая упомянутые свойства полей A и V, предположим, что 

выполняются следующие гипотезы: 

1)  в окрестности любой точки (x,y)  поля A и V можно аппроксимировать 

кусочно-постоянными функциями; 

2)  поле фазы ),( yx  в указанных точках можно аппроксимировать кусочно-

линейными распределениями. 

В силу этих гипотез, поля A, V,  и I  в окрестности i-той точки 

оцифровки представляются в виде 

 

iiniiniini nVVAA    ,,               

...2;1;0)],cos(1[   nnVAI iiiini                (2.27) 
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где iA , iV , i , iI   цифровые образы полей A, V,  и I соответственно; 

)( 1 iii     – фазовый псевдосдвиг или приращение фазы в соседних 

точках оцифровки яркости. 

Следует отметить, что  аппроксимирующие  формулы  (2.27) имеют 

локальный характер и не  накладывают  глобальных ограничений на функции 

A, V, . Последние могут произвольно, но в соответствии с предложенными 

гипотезами,  достаточно гладко изменяться в области определения. На практике  

это означает, что представления типа (2.27) справедливы не только для 

линейных, но и для нелинейных полей фазы.  Круг предлагаемых в методе 

идей связан с поиском гомоморфных преобразований поля яркости (2.24) 

эквивалентных действию оператора (): 

 

G iI = i                                                     (2.28) 

 

Отметим, что реализация данного преобразования возможна как в 

пространственной, так и в частотной (спектральной) области. В отличие от 

предыдущих подходов, назовем такой подход – псевдодинамическим [28].  

Применим в качестве оператора G в (2.28) дифференциальный оператор 

D i-го порядка. Некоторым обоснованием такого подхода может служить 

аналитичность (2.28). Рассмотрим реализацию предлагаемого подхода на 

примере измерения поля разности фаз методом двух экспозиций, получившего 

широкое распространение на практике [29]. В этом случае порядок оператора D 

равен двум. Преобразуем (2.28) с учетом (2.24). Для упрощения записи 

координатные индексы опущены 

 

D
1
I = I

   
=  A1+C1cosS1sin,                           (2.29а) 

D
2
I  = I =  A2+C2cosS2sin.                         (2.29б) 

Здесь  

A1=A

; A2=A; C1 = (AV)

 
; C2 = A ((AV) - AV

2
); S1 = (AV)


, 
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 S2 =2(AV)




+ (AV).                                                                               

 

Представим (2.29) квадратурные составляющие поля фазы в матричном 

виде: 
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.                                 (2.30) 

 

Решение (2.30) представляет обобщенную форму фильтра, решающего 

задачу анализа  

ISIS

ICIC






121

121tg ,                                    (2.31) 

 

где 1 , 2  - аддитивные члены решения системы (2.31) не содержащие 

квадратурных составляющих поля фазы. 

С учетом принятых гипотез из (2.31) следует 

 

 ),(ln
1

),(),(

),(
),(tg yxI

syxyxI

yxI
yx 











 ,                    (2.32а) 

  ),(/),(),( yxIkykxIfyx                                                       (2.32б) 

 

  где  
s


  – производная в произвольном пространственном направлении;  k 

– масштабный коэффициент. 

Соотношения (2.32)  определяют структуру гомоморфного фильтра поля 

яркости.  Эффективность фильтра обусловлена подавлением низких частот 

путем дифференцирования поля яркости и переводом мультипликативного 

шума в аддитивный с помощью логарифмирования. Введенная таким образом 

логарифмическая производная поля яркости осуществляет гомоморфную 
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фильтрацию мультипликативной составляющей низкочастотного шума, 

равного произведению полей (AV).  

Гомоморфный фильтр допускает уточнения, обусловленные 

усовершенствованием основных гипотез для распределений A, V и , например, 

в случае аппроксимации (x,y) - локально-квадратичными распределениями  

(2.32) преобразуется к виду 
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yx .            (2.33) 

 

Полученные формулы типа (2.32), (2.33) позволяют определить значение 

фазы непосредственно по полю яркости интерферограммы фазовых объектов, 

получаемой в обычных интерферометрах. Недостатком метода является 

анизотропность фильтра, что требует изменения его ориентации в зависимости 

от вида и формы интерференционных полос. 

 

2.6. Фазо-фиксирующая интерферометрия 

 

В этом методе фаза опорной волны модулируется по времени следующим 

образом [9,11]: 

 

f(x,y;t) =  sin(t) + '(t)  .                                (2.34) 

 

Модуляция может быть реализована колебанием плоского зеркала с 

амплитудой  и частотой  в опорном плече, а ' определяется поступательным 

движением этого же зеркала. Схема интерферометра, в котором поступательное 

движение зеркала обеспечивается пьезокерамикой, показана на рис.2.5. 
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Рис. 2.5. Схема фазо-фиксирующего интерферометра с пьезокерамикой 

 

Если (2.34) подставить в (2.1), то результирующая интенсивность будет равна 

 

)]}()sin(),(cos[),(1){,();,( '
0 ttyxyxVyxItyxI  .             (2.35) 

 

Разложение этого выражения в ряд имеет в качестве коэффициентов функции 

Бесселя. Фотоэлектрический сигнал U можно представить в следующем виде 

 

U = Uo + U + U2 + U3 + ...    .                         (2.36) 

 

Изменяющиеся со временем составляющие с частотой  и 2 могут быть 

выделены электронными фильтрами 

 

                                      U   Io VA sin(t)sin( - ') 

U2  (1/4) Io VA cos(2t) cos( - ')                             (2.37) 

 

в предположении, что модуляция амплитуды мала. Тогда при (')  =  n   

имеем  U   = 0, U2 = max. 
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Компоненту сигнала U можно выделить с помощью соответствующего 

электронного фильтра. Выходной сигнал с фильтра поступает на фазовый 

детектор, который управляет перестраиваемым генератором с частотой .  

Управление производится так, чтобы изменить фазу ', при которой 

положение U = 0 удается зафиксировать (is locked). Поэтому этот вид 

интерферометров получил название фазо-фиксирующих (phase-lock 

interferometry). Изменение  для различных точек (х,у) синхронно '. Это 

означает, что величина ' определяет непосредственно . В этом методе сдвиг 

опорной фазы осуществляется перемещением плоского зеркала, управляемого 

пьезоэлектрическим преобразователем.  

В последнее время при построении интерферометрических систем часто 

используют свойство фотодиодных лазеров изменять длину волны излучения 

при изменении тока накачки. Такие системы не содержат механически 

перемещающихся элементов, таких как перемещаемое пьезоэлектрическим 

преобразователем зеркало. Поэтому их точность не зависит от свойств 

механических преобразователей и определяется лишь параметрами 

электронной управляющей системы. Конфигурация системы на основе 

фотодиодного лазера показана на рис. 2.6. В качестве оптической системы 

используется интерферометр Тваймана-Грина. Ток накачки состоит из 

постоянной составляющей Io, модулированного тока Im(t) и тока управления 

Ic(x). 
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Рис. 2.6. Схема фазо-фиксирующего интерферометра с диодным лазером. 

 

Центральная длина волны диодного лазера o определяется током Io. 

Модулированный ток задается  как 

 

Im(t) = cos ct.                                          (2.38) 

 

Если профиль поверхности объекта в некотором сечении D(x), оптическая 

разность хода между опорным и объектным пучками интерферометра Do в 

точке, где D(x) = 0, то Ic(x) = 0. Переменную составляющую (ac) 

интерференционного сигнала можно записать как  

 

S(t) = So cos(zcosct+ (x)),                            (2.39) 

 

где z = (4/o2)'D ,  константа, и  

 

(x) =  (4/o)[Do + D(x)].                                (2.40) 
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Профиль поверхности может быть измерен, если значение фазы ' всегда 

выравнивается до 
L
.  

 


L
 =  (4/o)Do  .                                                 (2.41) 

 

Изменяя  ток накачки, а, следовательно, длину волны диодного лазера с o на 

o+c получим 

 

(4/o)Do  = [4/(o+c)][Do + D(x)]  ,                     (2.42) 

 

где c= Ic(x). Подставив это значение в предыдущее выражение получим  

 

D(x) = (Do/o)c(x)  .                                     (2.43) 

 

Из этого выражения видно, что можно измерять профиль поверхности, зная 

управляющий ток Ic(x). Раскладывая (2.39) в ряд получим  

 

                 S(t) = So cos(x)[Jo(z) - 2J2(z)cos(2ct) + . . .] +  

+ So sin(x)[2J1(z)cos(ct) - 2J3(z)cos(3ct) + . . .] ,  (2.44) 

 

где Jn(z) - функция Бесселя n-го порядка. Амплитуда компоненты cos(ct) 

используется в качестве управляющего сигнала обратной связи. Этот сигнал 

поддерживается постоянным при сканировании вдоль измеряемой поверхности. 

Измеряя ток накачки для установившегося положения, можно определить 

профиль поверхности. 

Основной проблемой фазофиксирующей интерферометрии является то, 

что измерение фазы очень чувствительно к фазовым дрейфам всей аппаратуры, 

поэтому достигаемая точность измерений обычно не превышает /30. 
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2.7. Гетеродинная интерферометрия 

 

С помощью гетеродинной методики разность фаз или разность оптических 

путей волновых фронтов можно определять непосредственно [11]. Наиболее 

важные свойства метода можно описать на примере интерферометра, схема 

которого приведена на рис. 2.7. В обоих плечах интерферометра расположены 

Ячейки Брегга, для образования в интерферирующих лазерных пучках разных 

частотных сдвигов  (1 и 2). Обозначив через  - оптическую частоту 

света, излучаемого лазером, Ei  пространственную амплитуду и через i  фазу 

оптического поля i-го пучка, можно описать интерференцию двух лазерных 

пучков во время t как 

 

Е1 = Е01cos{( + 1)t + 1}                                    (2.45) 

 

E2 = E02cos{( + 2)t + 2} .                                  (2.46) 

 

Фотоэлектрические детекторы вырабатывают фототок i 

 

i = Е1+ E22  ,                                               (2.47) 

 

где *  обозначение усреднения, возникающего из-за конечных частотных 

границ пропускания фотодетектора.  
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Рис. 2.7. Гетеродинный интерферометр Тваймана-Грина 

 

Подставляя в (2.37) значения (2.35) и (2.36) получим 

 

i =  Е201cos2{( + 1)t + 1} +    

+E202 cos2{( + 2)t + 2 } + 

+ Е01 E02 cos{(2 + 1 + 2)t + 1 + 2} + 

  + Е01 E02 cos{(1  2)t + 1 - 2} .                                        (2.48) 

 

Допуская, что границы пропускания фотодетектора позволяют реагировать на 

частоту (12), которая значительно меньше , можно заметить, что 

только последний член этого выражения будет определять амплитуду 

переменного фототока. Детектор, помещенный в некоторую стационарную 

точку, вырабатывает фототок, пропорциональный фазовому искажению s 

 

is = Е01E02 cos{t  + s} .                           (2.49) 
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Детектор в другой точке выходного пучка вырабатывает 

соответственно фототок пропорциональный фазовому 

искажению r. 

 

ir = Е01 E02 cos{t + r} .                            (2.50) 

 

Сигналы (2.49) и (2.50) поступают на фазовый компаратор, и при перемещении 

одного датчика относительно другого, на выходе компаратора образуется 

уровень аналогового напряжения пропорциональный оптической разности фаз. 

Метод реализует измерение оптической разности фаз по одному сечению 

интерферограммы. Для реализации измерения по всему  полю 

интерферограммы при высокоскоростных измерениях необходимо создавать 

системы, состоящие из набора параллельно работающих детекторов; при 

медленно меняющихся процессах применяют электронные сканирующие 

детекторы (например, электронно-лучевая трубка типа диссектора). Отметим, 

что применение для этой цели систем детектирования с механическим 

сканированием подходит только для измерения стационарных объектов.  

На рис. 2.8 показана измерительная система с диссектором в качестве 

сканирующего устройства, разработанная Massie (1980г.). Оптический луч от 

лазера разделяется на две компоненты, и в каждую из них с помощью 

акустооптических модуляторов вносится частотный сдвиг. В одном из плеч 

интерферометра Майкельсона полуволновая пластинка поворачивает плоскость 

поляризации на 90
о
, и далее оба пучка идут по одному направлению, не 

интерферируя между собой, поскольку плоскости поляризации каждого пучков 

ортогональны. В селективном интерферометре Тваймана-Грина один из пучков 

отражается от тестируемой поверхности, другой от эталонного зеркала, затем 

после прохождения линейного поляризатора, ориентированного под углом 45
о
 к 

обеим плоскостям поляризации волны интерферируют в выходной плоскости 
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интерферометра. Детектор, помещенный в точку (x,y) будет выдавать фототок, 

определяемый (2.49). 

 

 

 

Рис. 2.8. Гетеродинный интерферометр на основе электронно-лучевой трубки типа 

диссектора 

 

Детектор, помещенный в другую точку (x0,y0) выходного пучка, производит 

сигнал, определяемый выражением (2.40). Эти сигналы поступают на фазовый 

компаратор, с выхода которого оптическая разность фаз снимается, как уровень 

аналогового напряжения. Измеряя фазу в различных точках (x,y) относительно 

точки (x0,y0), можно определить разность фаз оптических волн по полю. 

Существует методика определения фазовых разностей в интерферометрах, в 

которых объектная волна модулируется по синусоидальному закону. Точность 

такого метода авторами оценивается как 0.1…1,0 нм. В отличие от  

гетеродинной методики в таких системах может использоваться более простой 

модулятор.  
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Итак, фазовый анализ, проводимый с помощью гетеродинной 

интерферометрии, обеспечивает наибольшую из всех известных методов 

точность по сравнению со всеми известными методами. Однако использование 

такой технологии требует сложной и специализированной аппаратуры. 

 

2.8. Расшифровка интерферограмм методом пошагового фазового 

сдвига 

 

При построении интерференционных систем в последние годы наиболее 

широкое распространение получили методы получения и расшифровки 

интерферограмм на основе пошагового сдвига. Это вызвано простотой задания 

отдельных значений фазового сдвига, достаточно простыми алгоритмами и 

высокой точностью расшифровки. Кроме того, существующие схемы 

интерферометров достаточно просто модифицируются. 

 

2.8.1. Основные формулы расшифровки 

 

Метод пошагового фазового сдвига основан на регистрации нескольких 

интерферограмм при изменении фазы опорной волны на известную величину. 

Фаза опорной волны модулируется по времени следующим образом: 

fr = (r  1)*f0.  

Фазовый сдвиг между интерферирующими пучками может быть реализован 

различными способами. На рис.2.9 показана принципиальная схема оптической 

установки, в которой фазовый сдвиг задается перемещением зеркала, 

закрепленного на пьезокерамике. 
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Рис. 2.9. Схема интерферометра ТвайманаГрина с перемещением зеркала, закрепленного на 

пьезокерамике 

 

Пучок света от когерентного источника излучения, попадая на делительный 

куб, разделяется на опорный и объектный пучки. В опорном плече находится 

зеркало, закрепленное на пьезокерамике, предназначенное для внесения 

эталонных фазовых сдвигов. Конфигурация объектного плеча зависит от задачи 

измерения и от формы поверхности тестируемого объекта. В выходной 

плоскости помещен массив детекторов для регистрации интенсивности в 

каждой точке поля. После каждого фазового сдвига информация о поле 

интенсивностей вводится в компьютер. 

Существует два способа внесения фазового сдвига: дискретный и 

непрерывный. Дискретный сдвиг изменяет фазу светового пучка на некоторую 

величину, затем осуществляется ввод в компьютер установившегося значения 

интерференционной картины. При непрерывном сдвиге фаза меняется линейно 

во времени. Значения интенсивности считываются с помощью интегрирующего 

детектора, который усредняет значения по мере изменения фазы. Усреднение 

происходит за временной интервал, при котором фаза меняется на заданную 

величину. При этом должна поддерживаться точная синхронизация между 

временем интегрирования на детекторе и перемещением пьезоэлектрически 

сдвигающегося зеркала. Если изменение фазового сдвига имеет пилообразный 
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вид, то формулы расшифровки совпадают с формулами дискретного 

пошагового фазового сдвига. При различных фазовых сдвигах интенсивность 

интерферограммы со сдвигом i можно представить в виде 

 

)}),(cos(),(1){,(),( 0 iyxyxVyxIyxI  ,             (2.51) 

 

где i=1,2, ... , m, m - число фазовых сдвигов и 1=0.  

Если фазовые сдвиги одинаковы в интервале от 0 до , т.е. i=2(i1)/m, то 

фаза  может быть определена как [12] 
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arctg .                                     (2.52) 

 

Алгоритмы, полученные при различных значениях m, называются 

m-точечными или алгоритмами с m-шагами. При трех произвольных сдвигах, 

решая тригонометрическую систему, состоящую из трех уравнений типа (2.51), 

имеем 
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sin)(sin)(sin)(
arctg
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.        (2.53) 

 

При 1 = 0 , 2 = 120 , 3 = 240 выражение (2.53) примет вид: 

 

321

23

2
3arctg

III

II




 .                                 (2.54) 

 

Такой способ расшифровки использовался в работах [13, 14]. Еще более 
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простая формула получена для 1=/4, 2=3/4, 3=5/4 [15]: 

 

21

23arctg
II

II




 .                                          (2.55) 

 

При четырех фазовых сдвигах 1=0, 2=/2, 3= и 4=3/2 получается такое 

же простое выражение [16]: 
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24arctg
II

II




   .                                        (2.56) 

 

Эта формула часто используется при компьютерной обработке 

интерферограмм, т.к. математические операции, необходимые для ее 

реализации, являются очень простыми и могут быть реализованы с помощью 

основных команд процессора.  

Помимо приведенных выше существует достаточно много алгоритмов с 

большим числом фазовых сдвигов. Еще несколько лет назад ограничивающими 

факторами при использовании таких алгоритмов являлись: объем памяти для 

запоминания промежуточных кадров и время, необходимое для обработки. 

Лучшими алгоритмами считались те, которые использовали наименьшее число 

сдвигов и, соответственно, меньшее число кадров для хранения 

интерферограмм. Наиболее часто применялись трех и четырехточечные 

алгоритмы. Повышение компьютерной мощности позволило применять 

алгоритмы с большим числом сдвигов. Обычно такие алгоритмы более 

устойчивы к ошибкам, возникающим при изменении освещенности вследствие 

механических вибраций, и к погрешностям установки фазового сдвига. 

Можно разработать алгоритмы с достаточно большим числом шагов. В 

качестве примера приведем 15-точечный алгоритм, использующий 

вещественные числа в качестве коэффициентов [17]: 
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8106124142
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2)(392.1)(435.0)(0434.0
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arctg

IIIIIII
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


  

 

С помощью интерференционных методов фазовые значения можно определить 

только по модулю 2. Функция arctg определена в пределах от /2 до /2. 

Можно показать, что знаки числителя и знаменателя в каждом из приведенных 

выше алгоритмов эквиваленты знакам синуса и косинуса от искомой фазы. 

Таким образом, анализируя знаки числителя и знаменателя, можно расширить 

область определения функции от 0 до 2.  

При выборе алгоритма расшифровки необходимо учитывать следующие 

факторы: число регистрируемых интерферограмм, быстродействие и 

обеспечиваемую этим алгоритмом точность.  

 

2.8.2. Обобщенный алгоритм расшифровки 

 

Обилие возможных вариантов реализаций алгоритмов расшифровки 

вызывает определенный интерес к  выявлению обобщенной схемы алгоритма, 

позволяющей с единой позиции оценить достоинства и недостатки того или 

иного конкретного варианта, а также уяснить методологию их построения.  

Представим  выражение (2.41) в векторной форме 

 

SCRI )sin()cos(  VVA                                   (2.57) 

 

где T)1,,1( R , 
T

n )cos,,(cos 0  C , 
T

n )sin,,(sin 0  S , размерность 

векторов определяется числом фазовых сдвигов n . 

Несложно показать, что с точностью до постоянного 

множителя V: 
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








CS

CI
sin                                                                 (2.58) 

и  










SC

SI
cos ,                                                      (2.59) 

где оператор  ba   - означает скалярное произведение векторов, а 


S  и  

C  - вектора, ортогональные векторам S  и C  

соответственно.  Учитывая известное свойство скалярного 

произведения   

 

   baba  
,                                            (2.60) 

 

 алгоритм расшифровки (2.52) в векторной форме примет 

следующий вид  

 










SI

CI
arctg                                                      (2.61) 

 

 

Причем, принимая во внимание (2.60), вычисление выражения  (2.61)  

можно упростить  

 

SI

CI










arctg                                       (2.62) 

 

т.к. в этом случае требуется вычислить лишь один вектор 


I . 

Существует много способов построения ортогональных векторов, 

например, процесс Грама-Шмидта. Однако практически для этой цели удобно 

использовать матричный оператор проецирования вектора J на 
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биортогональное пространство  JMJ  . Матрица преобразования должна 

удовлетворять следующим требованиям: 0 JM  и 0RM . 

 В случае нечетного количества фазовых сдвигов М – кососимметричная  

матрица вида: 
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или 
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(2.63б) 

 

 

при четном количестве фазовых сдвигов 

  













0

0

B

B
M ,       
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
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
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

1111

1111
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B .                  (2.64) 

 

С другой стороны, при числе фазовых сдвигов  более трех, кроме 

самостоятельных решений уравнений расшифровки (2.63) и (2.64) можно 

получить их линейные комбинации из трехкомпонентных подвекторов I: 
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arctg ,                                           (2.65) 

где:  
 ! 3!3

!3




n

n
Nm n  -  число возможных вариантов «троек» из n точек.  

Например, при  n = 4 возможны следующие комбинации подвекторов I.  
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Поэтому возникает необходимость анализа свойств и выбора наиболее 

подходящей формулы расшифровки. По мнению авторов, наиболее 

перспективный подход к данной проблеме предложен в [23]. Подход основан 

на представлении формул расшифровки в виде цифровых фильтров с конечной 

импульсной характеристикой 

 

 
)()(

)()(
arctg

nhnI

nhnI

R

I




         (2.66) 

 

где - )(  означает операцию свертки, а )(nhI  и )(nhR  - импульсная 

характеристика квадратурных составляющих (2.66). Отметим, что в нашем 

случае в качестве коэффициентов импульсных характеристик играют 

компоненты векторов 
C  и 

S  в (2.61) или C  и S  в (2.62) соответственно. 

Критерии выбора фильтра (формулы расшифровки) зависят от требований 

предъявляемых к конкретной измерительной схеме. Например, устойчивость к 
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шумам аддитивным шумам средней яркости )(n можно оценить из анализа 

следующего выражения 

 

)()()()(

)()()()(
arctg

nhnnhnI

nhnnhnI

RR

II




 .         

 

Вопросам анализа и синтеза цифровых фильтров в зависимости от различных 

критериев посвящена обширная литература (см., например [24]).  

 

2.8.3. Причины образования погрешности определения поля фаз 

 

Ошибки при внесении фазового сдвига существенно сказываются на 

результатах измерения поля фаз, что является недостатком метода фазового 

сдвига. Как видно из выражения (2.52), погрешность измерения фазы зависит 

от погрешности задания фазового сдвига и погрешности измерения 

интенсивности. 

Дж. Швиндер (J.Schwider) получил выражение для погрешности 

определения фазы от абсолютной ошибки при установке сдвига при условии 

i  и iII  : 


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


2cos2sin
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arctg 1

SCN

SC
N

i
i

,                        (2.67) 

 

где 



N

i
iiC

1

2cos , 



N

i
iiS

1

2sin . 

 

Нами получено выражение для погрешности определения фазы от 

суммарных абсолютных ошибок при измерении интенсивности и установки 

сдвига [18]: 
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где       



N

i
iid IC

1

cos ,    



N

i
iid IS

1
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Аналитические выражения приводят к приближенным и трудным для 

анализа погрешностей выражениям.  

Рассмотрим результаты статистических испытаний метода на компьютере. 

Для определения погрешности определения фазы от случайных ошибок при 

установке фазового сдвига используем следующее выражение для 

моделирования интерференционной картины с распределением фазы в виде 

идеальной пилообразной функции 

]/2cos[1)( iixi NkxxI  ,                           (2.69) 

где k - число периодов синусоиды, i  - случайная ошибка при задании фазы,  i 

= 1,2, ..., N,   x = 1,2, ... , xN ,     xN  - число точек по x. 

Результаты расшифровки при отсутствии помех показаны на рис. 2.10. 

Исходные интерферограммы - идеальные синусоиды с 4-мя периодами. 

Алгоритм расшифровки (2.46). Фазовые сдвиги - 0,  3 .  

a 
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б 

 

Рис. 2.10. Определение фазы по 4 интерферограммам. 

а  четыре синусоиды, сдвинутые по фазе на /2; б  

восстановленная по ним фаза в пределах от 0 до 2 . 

 

 

Результаты компьютерного моделирования фазовой погрешности от 

ошибок при установке фазового сдвига приведены на рис. 2.11. Алгоритм 

расшифровки тот же, случайная ошибка i  - меняется в диапазоне 16  (3% 

от 2, синусоида имеет 4 периода. 

 

 

 

а 

  

 2 

(x) 

0 
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 0.15 

      0 

-0.15 

(x), рад 

x 

Рис. 2.11. Фазовая погрешность от ошибок при установки сдвига. 

а  восстановленная фаза; б  отклонения результирующих значений 

фазы от идеальных. 

 



 

 

 

283 

Для приведенной реализации случайной ошибки размах фазовых погрешностей 

равен 0.3 рад. Для 100 случайных выборок минимальный размах составил 0.01, 

максимальный   0.6.  

Видно, что погрешность имеет период в два раза меньший, чем период 

исходного сигнала. Это следует и из выражения для определения погрешности 

в зависимости от абсолютной ошибки установки сдвига (2.67). 

Погрешность измерения поля интенсивности зависит от конкретного типа 

устройств регистрации. Средняя величина шума определяется 

экспериментально и составляет около 2…3% для различных типов устройств. 

Для моделирования зависимости фазы от случайных ошибок при регистрации 

интенсивности используем  выражение 

 

xixi INkxxI  ]/2cos[1)(  .                   (2.69) 

 

Погрешность фазы  при случайных ошибках xI  составляющих 3% от 

максимального значения интенсивности приведена на рис. 2.12  . 
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-0.035 

(x), рад 

 

x 

 
Рис. 2.12. Погрешность фазы при случайных ошибках интенсивности. 

 

Погрешность фазы при той же величине случайных ошибок установки 

сдвига и измерений интенсивности приведена на рис. 2.13. Для 100 случайных 

выборок минимальный размах погрешности 0.04, максимальный  0.7. 
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    0 

 

 

-0.2 

(x), рад 

 

x 

 
Рис. 2.13. Погрешность фазы при случайных ошибках сдвига и интенсивности. 

 

Из рисунков 2.10  2.13 видно, что фазовая погрешность определяется в 

основном ошибками задания сдвига. Неравномерность освещения и средняя 

яркость учитываются при нахождении фазы этим методом и не влияют на 

результат, однако резкие выбросы необходимо устранить. 

Общее выражение для произвольного числа фазовых сдвигов можно 

переписать в следующем виде: 

 

(x,y) = arctg(Y/X),                                      (2.70) 

 

где X и Y значения числителя и знаменателя в выбранной формуле 

расшифровки. В этом случае модуляцию интенсивности в точке (x,y) можно 

определить как 

 

22
0)/1arctg(),( YXIyxV  .                     (2.51) 

 

Если V(x,y) меньше определенного порога, то такие точки отмечаются как 

ошибочные и в дальнейших вычислениях не используются. На рис. 2.14 

показаны четыре интерферограммы, полученные с фазовым сдвигом /2, и 

соответствующее им распределение функции видности. Величина порога 

определяется экспериментально так, чтобы общее количество отбрасываемых 
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точек не превышало 1…5%  от всех используемых значений. 

При вводе интерференционной картины в компьютер возникают 

погрешности, вызванные эффектами квантования. Рассмотрим влияние 

количества уровней квантования при измерении интенсивности 

интерференционной картины на погрешность определения фазовых значений. 

 

 

Рис. 2.14. Интерферограммы с фазовым сдвигом /2 (а-г), 

 распределение функции видности (д) и график по центральной строке (е). 

 

Если значения числителя и знаменателя в выражении (2.70) отложить по оси 

абсцисс и ординат, то распределение исходных данных будет иметь следующий 

вид (рис. 2.15) [19].  
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Рис. 2.15. Влияние погрешности при квантовании интенсивности 

интерференционной картины. 

 

При непрерывном сдвиге фазы на 2 значения числителя и знаменателя 

являются координатами точек, расположенных на некоторой окружности. 

Множитель,  определяющий видность полос интерферограммы в измеряемой 

точке, задает радиус этой окружности. Из рисунка видно, что фазовая ошибка 

увеличивается при приближении к центру координатной плоскости (при плохой 

видности) и может достигать /4 при ошибке измерения всего на один квант. 

Погрешность определения фазы при максимальной ошибке не превышает 

значений, рассчитываемых по формуле  

 

1

1
arctg




М
.                                            (2.72) 

 

Здесь М  максимальное значение, которое может принимать числитель или 

знаменатель. При квантовании на n двоичных разрядов значения числителя и 

знаменателя принимают значения, зависящие от используемой формулы 

расшифровки. Так, для четырехточечной формулы (2.46) значения меняются от 

2n до 2n. Абсолютные погрешности для четырехточечной формулы для 
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различных значениях числа уровней квантования n приведены ниже. 

 

n  6 7 8 9 10 

 0.016 0.008 0.004 0.002 0.001 

 

При увеличении числа шагов в формуле расшифровки число возможных 

уровней, которые могут принимать значения числителя и знаменателя, 

увеличивается. Тем самым снижается влияние ошибки при неправильном 

измерении интенсивности на один квант. Неполное использование диапазона 

при регистрации поля интенсивности оказывает то же влияние, что и 

уменьшение числа уровней квантования при полном диапазоне. На рис. 2.16 

показаны распределения точек, соответствующие значениям числителя и 

знаменателя в выбранной формуле расшифровки, на плоскости (X,Y) при 

реальных измерениях. Приведенные распределения могут являться косвенной 

оценкой качества эксперимента. Радиус и ширина колец определяют величину 

и динамический диапазон яркости по полю интерференционной картины. 

Эллипсовидность картины показывает, что сдвиги в выбранной формуле 

расшифровки не соответствуют реальным фазовым сдвигам. 

       

                                а                                                             б 

 

Рис. 2.16. Распределение точек, соответствующих числителю и знаменателю в формуле 
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расшифровки: 

а  при правильном задании фазового сдвига; 

б  при 20%-й линейной ошибке в задании сдвига. 

 

Таким образом, основным источником погрешностей в фазосдвигающей 

интерферометрии являются ошибки при задании сдвига. Чтобы уменьшить 

погрешность измерения фазы устройство для его внесения должно обладать 

высокой точностью, что приводит к усложнению аппаратуры. Учесть ошибку 

установки фазового сдвига сложно, поскольку его измерение  

труднореализуемо, а сам сдвиг  проявляется косвенно через изменение 

интенсивности. Поэтому перед измерениями необходимо проводить 

калибровку устройств, что значительно усложняет процедуру измерений. 

Ниже рассмотрены способы уменьшения погрешности фазы от ошибок 

задания фазового сдвига. Такие алгоритмы особенно полезны в случаях, когда 

калибровочные операции невозможны или нежелательны. 

 

2.8.4. Коррекция линейных ошибок при задании фазового сдвига 

 

В этом разделе рассматривается устойчивость алгоритмов расшифровки к 

линейным ошибкам при установке фазового сдвига. Устройства внесения 

фазового сдвига имеют достаточно высокую линейность. Линейные ошибки 

возникают из-за неправильной калибровки или неправильного определения 

необходимого угла сдвига. Действительный фазовый сдвиг может быть 

выражен 

 

)1(
2




 ,                                            (2.73) 

 

где /2 требуемый фазовый сдвиг и  - линейная ошибка при установке фазы. 

Интенсивность i-ой интерферограммы будет иметь вид 
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)}),(cos(),(1){,(),( 0 ii iyxyxVyxIyxI  .                    (2.74) 

 

На рис. 2.17 показаны типичные искажения фазового фронта при линейной 

ошибке в задании фазового сдвига. Из рисунка видно, что погрешность 

определения фазовых значений соответствует двойной частоте исходных 

интерференционных полос. Так как результирующая фазовая ошибка имеет 

большой период, ее невозможно отделить от полезного сигнала методами 

цифровой фильтрации. Поэтому необходимо использовать алгоритмы, 

устойчивые к линейным ошибкам. Для уменьшения ошибки можно проводить 

две серии измерений и усреднять результирующие фазовые значения. 

J.Schwider показал, что тот же эффект достигается, если объединить исходные 

данные и проводить расшифровку по следующей формуле: 

 

21

21arctg
DD

NN




    ,                                        (2.75) 

 

где Nj и Dj числитель и знаменатель выражения типа (2.60  2.61). 

 

 

 

а 

(x) 

8 

 

 

 

0 x 

 

 

б 

 

  

0.03 

 

      0 

 

-0.03 

(x), в длинах волн 
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Рис. 2.17. Фазовая погрешность от 20% линейной ошибки при установке сдвига: а  фазовые 

значения после удаления 2 неоднозначности; б  отклонения результирующих значений от 

идеальных. 

 

Можно уменьшить число необходимых интерферограмм, если использовать 

алгоритмы со сдвигом  /2. В этом случае проводится только одно добавочное 

измерение. При использовании m-точечного алгоритма необходимы две 

последовательности из m интерферограмм, сдвинутые на /2, или (m+1) 

интерферограмма. Эту процедуру можно продолжить для построения более 

сложных алгоритмов. Если взять две последовательности по m+1 

интерферограммы, сдвинутые на /2, получим (m+2)-точечный алгоритм с еще 

меньшей величиной ошибки. Имея два основных выражения, (2.55) для 

трехточечного (таб.2.1) и (2.56) для четырехточечного алгоритма (см. таб. 1), 

можно получить два класса уравнений расшифровки (J.Schmit, K.Creath). 

Алгоритмы класса A основаны на трехточечном алгоритме, алгоритмы класса B 

на четырехточечном. 

 

Таб. 2.1. Алгоритмы класса А 

 

Число 

точек 
tg tg (+/4) 

 

3 

-I1+2I2-I3 

 
I1-I3 

I2-I3 

 
-I2+I1 

 

4 

-I1+3I2-I3-I4 

 
I1-3I3+I2+I4 

2(I2-I3)  

 
I1-I2-I3+I4 

 

5 

-I1+4I2-4I4+I5 

 
I1+2I2-6I3+2I4+I5 

3I2-3I3-I4+I5 

 
I1-I2-3I3+3I4 

 

6 

-I1+5I2+2I3-10I4+3I5+I6 

 

I1+3I2-10I3+2I4+5I5-I6 

4(I2-I3-I4+I5) 

 

I1-I2-6I3+6I4+I5-I6 
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Таб. 2.2 Алгориты класса В 

Число 

точек 
tg  tg (+/4) 

 

4 

I2-I4 

 
I1-I3 

I1+I2-I3-I4 

 
I1-I2-I3+I4 

 

5 

2 (I2-I4) 

 

I1 + I5 - 2I3 

I1+2I2-2I3-2I4+I5 

 

I1-2I2- 2I3+2I4+I5 

 

6 

3I2-4I4+I6 

 
I1-4I3+3I5 

I1+3I2-4I3-4I4+3I5+I6 

 

I1-3I2-4I3+4I4+3I5-I6 

 

Приведенные в таблицах алгоритмы реализуются с помощью простых 

операций вычитания, сложения и поразрядного сдвига, поэтому при их 

цифровой реализации достигается высокая скорость расшифровки. 

Погрешность  алгоритма 4B существенно больше, чем алгоритмов 4A и 5B. 

Лучшие результаты у алгоритмов 5A и 6B. Наименьшую погрешность дает 

алгоритм 6A. Алгоритмы класса A, полученные из трехточечных алгоритмов, 

дают такую же ошибку, что и алгоритмы класса B при числе точек в формуле 

расшифровки на единицу больше. Наиболее быстрыми при фиксированном 

числе интерферограмм полученных при различных фазовых сдвигах, являются 

алгоритмы класса B. Алгоритмы класса A обеспечивают большую точность при 

том же числе сдвигов. Отметим, что использование числа сдвигов более шести 

нецелесообразно, поскольку уровень корректируемых ошибок становится 

меньше погрешности, вызванной другими систематическими ошибками. Так, 

ошибки от квантования интенсивности при вводе в компьютер зависят от 

возможного диапазона распределения числителя и знаменателя в выбранной 

формуле расшифровки. Приведем максимальные амплитуды изменений 

значений числителя и знаменателя и величины абсолютных ошибок для 

различных алгоритмов при квантовании на 8 двоичных разрядов или на 256 

уровней интенсивности (Таб.2.3). При увеличении количества шагов число 
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возможных уровней, которые могут принимать числитель и знаменатель, 

увеличивается. Тем самым снижается влияние погрешности при ошибке в 

измерении интенсивности на один квант. Из таблицы видно, что 

шеститочечные алгоритмы обеспечивают коррекцию линейных ошибок, при 

которой погрешность от неправильного задания фазы меньше, чем от 

квантования поля интенсивностей интерферограммы при 8 двоичных разрядах. 

 

Таб.2.3. Диапазон дискретных значений числителя и знаменателя и значение 

абсолютной погрешности в зависимости от выбранной формулы расшифровки 

при 256 уровнях квантования. 

 

 Алгоритм 

   3A   4 A   4B   5 A   5B   6 A    6B 

Диапазон 

изменения 

 

184 364 256 728 512 1456 1024 

 0.006 0.003 0.004 0.001 0.002 0.001 0.001 

 

Рассмотрим алгоритм, полученный при допущении, что последовательные 

фазовые сдвиги отличаются на одну и ту же величину. В этом случае нет 

необходимости в точном определении вносимых фазовых сдвигов, достаточно, 

чтобы разница между последовательными сдвигами была одинаковой. Этот 

алгоритм был предложен P.Carre в 1966 г. Пусть 1 = 3, 2 = , 3 =  и 4 

= 3, тогда с помощью тригонометрических преобразований из системы 

уравнений (2.52) можно получить 
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
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 .      (2.78) 

 

При использовании этого выражения для расширения диапазона от 0 до 2 

необходимо анализировать не знаки числителя и знаменателя, а знаки 

следующих выражений: 

 

 sin]sin2[)( 032 VIII ,                                     (2.79) 

 

 cos]sincos2[)()( 2
04132 VIIIII ,               (2.80) 

 

Поскольку значения множителей, заключенных в квадратные скобки 

положительны, левые части этих равенств определяют квадрант, в котором 

находится искомый фазовый угол. Ошибки от неправильной калибровки при 

расшифровке по формуле (2.78) такие же, как и у алгоритма 6А. Алгоритм Carre 

часто применяется при измерениях с разными длинами волн, поскольку в этом 

случае не нужно вводить калибровочные множители для фазовых сдвигов. 

Однако использование этого алгоритма в реальных условиях не позволяет 

достичь его предельных характеристик. Поскольку в формулу расшифровки 

неявно входит угол сдвига, определяемый выражением (2.76). При 

расшифровке этот угол определяется с большой погрешностью в областях 

близких к 0, , 2. Покажем это на примере расшифровки реальных 

интерференционных картин.  

Интерференционные картины, по которым проводилась расшифровка, 

получены при интерференции плоских волновых фронтов, отраженных от 

поверхности контролируемого и эталонного плоских зеркал. Фазовый сдвиг 
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равен 95
о
. Поле разности фаз, определенное в результате расшифровки с 

помощью нелинейного алгоритма  показано на рис. 2.18.  

  

 

Рис. 2.18. Распределение разности фаз и ее график по центральной строке. 

 

Распределение угла сдвига по полю приведено на рис. 2.19. Видно, что при 

диапазоне распределения фазы от 0 до 2 погрешность определения угла сдвига 

велика в областях, близких к 0, , 2. Поэтому погрешность определения 

исходной разности фаз между интерферирующими волнами будет велика в 

этих областях. На графике эти области показаны кружками. Для уменьшения 

погрешности нами предложена следующая модификация алгоритма. Поскольку 

сдвиг задается перемещением плоского эталонного зеркала, вносимый фазовый 

сдвиг (угол) должен быть одинаков по всему полю. Необходимо каким-либо 

образом найти его,  затем полученное значение подставить в выражение (2.77) 

и найти искомое значение фазовой разности. 

Погрешность в сбойных областях достаточно велика, поэтому угол сдвига 

находился усреднением по всему полю кроме областей, в которых значения фаз 

удовлетворяют следующим соотношениям: 

 

 < 0+;                                               (2.81а) 

 

                                    > 2;                                             (2.81б) 
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 <  < + .                                          (2.81в) 

 

Средний угол сдвига, найденный по всему полю (рис. 2.20), равен 101
о
, угол 

сдвига, определенный с исключением рассмотрения сбойных областей, равен 

95
о
. Размер окрестности  (в рассматриваемом примере  = /8) выбирался 

опытным путем. 

 

а  

б  

 

Рис.2.19. Распределение угла сдвига, полученного по формуле (2.56) и графики по 

указанным столбцам. 

 

Сравнение результатов расшифровки по модифицированному и обычному 

алгоритму Carre показано на рисунке 2.20.  
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Рис. 2.20. Сравнение фазовых значений, определенных по алгоритму Carre и 

модифицированному алгоритму. 

 

Такой алгоритм наиболее явно исправляет ошибочные значения вблизи 

точек перехода через 2. Из рисунка 2.20 видно, что в этой области фазовые 

значения, определенные по модифицированному алгоритму, имеют более 

резкий переход. Это позволяет использовать простые способы устранения 

фазовой неоднозначности. 

Максимальная величина отклонения составила 2/25. Поскольку в 

интерферометре ТвайманаГрина цена полосы равна /2, где длина волны 

используемого источника освещения, максимальное отклонение фазовых 

значений, полученных в результате работы этих алгоритмов, составило /50. 

Среднеквадратичное отклонение результатов равно /100. Максимальные  

отклонения наблюдаются в областях, близких к фазовому переходу через 2. 

Экспериментальное моделирование показало, что максимальное отклонение от 

действительных значений составляет /30, среднеквадратичное  /60. 

Таким образом, использование модифицированного алгоритма позволяет 

снизить погрешность определения разности фаз при линейной ошибке в 

задании фазового сдвига. Алгоритм исправляет ошибки в области фазового 

перехода через 2, поэтому его применение приводит к более устойчивой 

работе алгоритмов развертки. 

 

2.8.5. Коррекция нелинейных ошибок 

 

Все вышеприведенные алгоритмы основаны на допущении, что фазовый 

сдвиг известен точно или могут вноситься лишь линейные ошибки. Влияние 

нелинейных ошибок, возникающих при внесении фазового сдвига, не 

учитывалось. Нелинейность может быть вызвана, например, гистерезисом, 

вибрациями при движении пьезокерамики или вибрациями установки при 

проведении эксперимента. Эти алгоритмы способны устранять только 
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линейные ошибки, связанные с погрешностью задания фазового сдвига, 

случайные или нелинейные ошибки такие алгоритмы не устраняют. Для 

уменьшения погрешности значения сдвига могут быть определены из уже 

имеющихся интерферограмм. Из выражения (2.51) видно, что к трем 

неизвестным I0, V и  добавляется еще и неизвестный угол сдвига i. В этом 

случае, в каждой точке 3+m-1 неизвестных I0, V, , 1, 2, ... ,m  (0=0). Если 

n - число взятых точек, то общее число неизвестных 3n + m  1 при (n x m) 

уравнениях. Решение можно найти, если общее число уравнений больше, чем 

число неизвестных, т.е. 

 

nm   3n + m  1 или 
3

2
1




m
n  .                         (2.82) 

 

При четырех фазовых сдвигах для каждой произвольной точки можно 

составить четыре уравнения, в которых будут шесть неизвестных: I0, V, , 1, 

2, 3  (0=0). Если допустить, что в соседних точках сдвиг фаз примерно 

одинаков, можно записать добавочные уравнения из соотношений, полученных 

в соседних точках. Так, в двух произвольных точках, принадлежащих этой 

окрестности, 9 неизвестных и 8 уравнений, в трех точках 12 неизвестных и 12 

уравнений. Следовательно, при числе точек больше трех можно найти все 

неизвестные.  

Ниже рассмотрены алгоритмы, основанные на приближенных методах 

поиска неизвестных методом наименьших квадратов, и метод, основанный на 

поиске экстремумов минимаксной функции. 

Рассмотрим способ коррекции нелинейных ошибок методом наименьших 

квадратов. Выражение (2.51) примет вид (для упрощения выражений обозначим 

среднюю интенсивность I0 через D): 

 

 iiiiiiiiiiiiiji VDVDDVDDI sinsincoscos)cos(,  
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iiiii SCD  sincos
,
                                (2.83) 

 

где индекс i обозначает значения, взятые в i-ой точке детектора;  

 

iiii VDC  cos ,  iiii VDS  sin . 

 

Неизвестные находятся при минимизации функции ошибки 

  
 


n

i

m

j
ijij II

1 1

2
)(


,                                       (2.84) 

где ijI


 - действительно измеренные значения j-ой интерферограммы в i-ой 

точке. Решения для Di, Ci  и Si получены в форме 3х3 матричных уравнений 
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(2.85) 

 

где  



m

j 1

. Решения для j находятся из уравнения 

 

02sin2cossincos 4321  jjjjjj AAAA ,                    (2.86) 

 

в котором коэффициенты  определяются как 
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Неизвестные могут быть определены с помощью нескольких итераций 

следующим способом. Пусть индекс k номер итерации тогда: 

Шаг 1: Задание начального значения для k

j . 

Шаг 2: Вычисление k

j

k

j

k

j SCD ,,  подстановкой k

j  в систему (2.75).  

Шаг 3: Подставляем значения k

j

k

j

k

j SCD ,,  полученные на предыдущем шаге в 

уравнение (2.76) для определения 1k

j . Находим решение уравнения. 

Шаг 4: Если выполняется условие   k

j

k

j

1 , где  малая величина, 

заканчиваем вычисления. В противоположном случае переходим к 

шагу 2. 

Однако, в случае использования этого алгоритма коррекция возможна 

только небольших (в пределах нескольких градусов) фазовых ошибок при 

задании фазового сдвига. При значительных отклоненях фазовые сдвиги 

определяются неправильно. Это объясняется тем, что задача поиска экстремума 

тригонометрической системы уравнений неоднозначна. Существует много 

локальных минимумов. 

Нами предложен способ, основанный на поиске экстремумов минимаксной 

функции [20]. Выбор экстремума производится выбором соответствующей 

минимаксной функции. Минимаксная функция определяется из следующих 

соображений. Пусть в какой-либо точке (x,y) делаются четыре измерения при 

фазовых сдвигах 0, 1, 2, 3. Но в действительности реальные фазовые сдвиги 

могут отличаться от предполагаемых. Значения разности фаз  определяются 

по трехточечной формуле (2.43) при некоторых начальных значениях сдвигов. 

Так как формула расшифровки трехточечная, а уравнений четыре,  существуют 

четыре возможных решения при значениях индексов (0,1,2), (0,1,3), (0,2,3) и 

(1,2,3). В каждой из троек индексы указывают на фазовый сдвиг и на 

соответствующее ему значение интенсивности. Если четыре фазы , найденные 

по трехточечным формулам, одинаковы, то, вероятно, что определены 

действительные значения фаз. Если они отличаются, то разница между 

максимальным и минимальным значениями зависит от ошибки задания сдвигов 
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1, 2, 3. Для определения действительных значений сдвигов предлагается 

искать значения экстремумов минимаксной функции R() в некоторой 

окрестности предполагаемых фазовых сдвигов (считается, что фазовый сдвиг в 

этих точках одинаков). Минимаксная функция вычисляется по формуле: 

 





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
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3...03...0
321
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1
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1

),,,0(

yx

s

s

s

s

s

s

yx

yxyx

N
R  ,          (2.88) 

 

где надстрочный индекс s у фазы указывает, что максимум и минимум 

находятся по четырем значениям фазы из возможных сочетаний троек, сумма 

находится по N точкам окрестности. Для поиска минимума этой функции 

можно использовать любой из известных вычислительных методов, например, 

наискорейшего спуска. Однако для исследования характера поведения 

локальных максимумов и минимумов нами использовался перебор всех 

возможных значений. 

Рассчитывается средний размах фазовых сдвигов для всех допустимых 

значений  

 

ikj
i
j  ,     i = 0,1, ... ,n        .                        (2.89) 

 

Набор фазовых сдвигов 
kji
321

,,,0  , при которых достигается глобальный 

минимум (2.88), считается действительным. Чем больше взято точек (x,y), для 

которых определена функция R(), тем больше вероятность, что в результате 

будут найдены действительные значения фаз. После нахождения 

действительных сдвигов для расшифровки использовался следующий 

алгоритм. Для нахождения фазовых значений, определенных при сдвигах с 

индексами (0,1,2), (0,1,3), (0,2,3) и (1,2,3), исходные данные объединялись 
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следующим образом:  

 

123023013012

123023013012arctg
DDDD

NNNN




 ,                       (2.80) 

  

где N(i,j,k) и D(i,j,k) - числитель и знаменатель трехточечного алгоритма (2.53) 

 в котором используются значения фазовых сдвигов kji  ,, : 

  

kjijikikj IIIIIIkjiN  sin)(sin)(sin)(),,( ; 

 

kjijikikj IIIIIIkjiD  cos)(cos)(cos)(),,( . 

 

Сочетания индексов i, j, k  задаются  комбинаторными коэффициентами 3
nC , 

здесь n –  число зарегистрированных интерферограмм. 

Результирующий алгоритм имеет следующий вид:  

 

413342231124

431324213142

cos)(cos)(cos)(cos)(

sin)(sin)(sin)(sin)(
arctg






IIIIIIII

IIIIIIII
. (2.91) 

 

На рис. 2.21 приведены картины интенсивностей, образованные 

интерференцией двух плоских пучков.  
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Рис. 2.21. Четыре интерферограммы (а) и графики полей фаз, полученные  при 

расшифровке (б) обычными алгоритмами (верх) и  алгоритмом с коррекцией фазовых 

сдвигов.  

 

Начальные фазовые сдвиги - 0=0, 1=66, 2=132, 3=198. Ошибка при 

задании сдвигов составляла  10%. Действительные сдвиги 0 = 0, 1 = 69, 2 

= 122, 3 = 210. На рис. 2.21,б (верхний график) изображено поле фаз, для 

определения которого использовались четырехточечные алгоритмы (2.46). 

Хорошо видна низкочастотная паразитная синусоидальная структура, отделить 

которую от действительных фазовых значений невозможно. На графике снизу 

поле фаз, полученное в результате корректировки фазовых сдвигов. 

Результаты эксперимента сопоставлялись с результатами измерений 

тестовой поверхности на интерферометре с калиброванным фазосдвигающим 

устройством. Ошибка, вызванная неправильным заданием фазового сдвига, 

скорректирована с точностью до одного градуса. Таким образом, возможно 

исправление нелинейных ошибок, в том числе и случайных, при неправильном 

задании или определении сдвига фаз. Значения разности фаз по полю находятся 

 

а 

 
 

 
б 
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со среднеквадратичным отклонением от действительных значений порядка 

/100. Так как время работы алгоритма значительно, метод может быть 

использован для высокоточных измерений, при которых время получения 

результатов не является определяющим, либо для точной калибровки 

фазосдвигающих элементов.  

Анализ описанных выше итерационных методов показал, что, несмотря 

на то что число уравнений равно числу неизвестных, решение получается 

неоднозначным и сходимость процесса определения фазовых сдвигов во 

многом зависит от выбора удачного начального приближения.  

Будем искать аналитическое решение в комплексной плоскости с осями 

I1, I2 на которых откладываются значения интенсивностей двух различных 

точек на интерферограмме соответствующей начальному фазовому сдвигу. Для 

этого рассмотрим систему уравнений 

 









))cos(11(022

))cos(11(011

iVIiI

iVIiI
,         mi ..1 .              (2.92) 

 

Здесь  - разность фаз между двумя точками на интерферограмме. 

Очевидно, при изменении фазового сдвига от 0 до 2 значения 

интенсивностей в соответствующих точках дополнительных интерферограмм 

также будут изменяться, и точка на комплексной плоскости опишет некоторую 

траекторию (рис. 2.22). Несложно показать, что для гармонических сигналов 

эта траектория представляет собой центральную кривую второго порядка 

(произвольно ориентированный эллипс) с центром в точке  02,01 II . Пользуясь 

известными формулами аналитической геометрии, запишем уравнение 

траектории в виде  

 

0222 331413
2

2212
2

11  ayaxayaxyaxa ,                      (2.93) 
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где  cos1dx , )cos(2  dy , iii IVd 0/ .  

 

 

 

Рис. 2.22.  Фазовая траектория в комплексной плоскости 

 

Коэффициенты уравнения (2.93) можно получить путем вычисления 

определителя минора при соответствующем коэффициенте. 
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    (2.94) 

 

Например, коэффициент 11a  равен определителю, получившемуся из (2.94) 

путем вычеркивания первой строки и первого столбца, 12a   определителю, 

взятому со знаком минус, в результате вычеркивания первой строки и второго 

столбца и т.д. Угол сдвига фазы соответствует углу наклона линии, 
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соединяющей центр эллипса и соответствующей точки jI  на эллипсе. Для 

определения этих углов предлагается следующий алгоритм. 

Значения средней яркости I0 = (I01, I02) соответствующие координатам 

центра кривой (2.94), определяем из системы линейных уравнений следующим 

образом  
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Параметры главных осей определяются инвариантом 
2212

1211

aa

aa
A   и 

собственными значениями 1, 2, являющихся решением характеристической 

матрицы, составленной из коэффициентов (2.94)  
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Решение (2.96) для 1 и 2 имеет вид 
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Значения контраста интерферограммы V1, V2 можно получить из 

соотношений 
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2
1
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(2.99) 

 

Здесь 1d  и 2d  главные оси эллипса (см. рис. 2.22). Решая совместно (2.89) и 

(2.99) получим 
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Подставив найденные неизвестные в (2.92), после нормировки получим 

систему уравнений  
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Используя тригонометрические преобразования и учитывая, что 00  , 

запишем линейную систему уравнений относительно функций  )cos( i и 

 )sin( i , аргументами которых являются вносимые фазовые сдвиги. В 

матричной форме система имеет вид 
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307 

где   Tmm IIIII 212212
~~~~~

 , 

 TmmF )sin()cos()sin()cos( 11    соответственно, а R блочно-

диагональная матрица размером 2(m1)2(m1). Блочный элемент этой 

матрицы равен  

 















)sin()cos(

)sin()cos(
iiR . 

 

Для определения синусов используем следующее известное соотношение 

)(cos1)sin( 2  , где )cos(  определяется из (2.103). 

Решая уравнение (2.104) относительно F, находим искомые фазовые сдвиги. 

Вследствие неопределенности знака )sin( i  система (2.104) имеет несколько 

решений соответствующих направлению изменения вносимого фазового 

сдвига. Однако на практике, как правило, данное направление априорно 

известно. 

Покажем еще один способ определения фазовых сдвигов по данному 

алгоритму не требующий априорного определения квадрантов углов сдвига. 

Произведем обычные аффинные преобразования над эллипсом, а именно, 

перенесем эллипс в начало координат смещением на вектор (I01, I02) и 

повернем эллипс вокруг центра координат на угол 

 

2211

122
arctg

aa

a


 ,                                   (2.105) 

 

который является углом наклона главной оси эллипса относительно оси X, и, 

наконец, произведем его растяжение на величину 

 

21 /k ,                                   (2.106) 
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Матрица результирующего преобразования имеет вид 

 

  
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1)cos()sin()sin()cos(

0)cos()sin(

0)sin()cos(

02010201 kIIII

k

k

F ,           (2.107) 

 

Преобразование осуществляется следующим образом 
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ˆ

ˆ

112

1

,                        (2.108) 

 

После преобразований вместо эллипса получим окружность, центр которой 

находится в начале координат. Теперь углы сдвига фаз можно найти как углы 

между радиусами-векторами )ˆ,ˆ( 21 ii II , причем угол поворота эллипса 

соответствует  0 , а текущее значение 0  принимается равным нулю. 

Погрешность определения разности фаз по данному алгоритму зависит только 

от погрешности измерения интенсивностей интерферограмм (шум). 

Рассмотрим  влияние шума на точность измерения фазы. Шум можно разделить 

на аддитивный и мультипликативный.  С учетом влияния шума интенсивность  

в каждой точке траектории (2.92) можно представить в виде 

  

)cos()()( 0 nmnnnnnnm VVIII  ,                 (2.109) 

 

где I  - аддитивный, а  V  и     мультипликативный шум соответственно. 

Наличие шума приводит к искажению траектории. Рассмотрим влияние 

аддитивного шума. Как следует из (2.99) - наличие аддитивного шума I  

приводит к смещению центра эллипса. Данное смещение является 

конформным, т.е. не приводит к искажению углов. При мультипликативном 
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шуме по видности V  оси эллипса изменяются пропорционально, что также не 

приводит к изменению фазового угла. При фазовом шуме    происходит  

смещение точек по траектории эллипса, что приводит к изменению фазовых 

углов. Влияние комбинированного шума на фазовую траекторию показано на 

рис.2.23. Эллипс 1 соответствует траектории комплексных точек без шума, 

эллипс 2  с шумом соответственно. Для наглядности центры  эллипсов 

совмещены.  

 
 

Рис.2.23. Искажение траектории комплексных точек при воздействии комбинации шумов: 

  1  при отсутствии шумов;  

  2  при наличии  мультипликативного и аддитивного шумов. 
 

Видно, что если точки A и B смещаются на разные углы, то фазовый угол АОВ 

не равен углу AOB, следовательно, вносится погрешность фазового угла  . 

Оценим ее величину. Очевидно, каждый вид шума приводит к 

соответствующим локальным смещениям точки. Область, в которой может 

оказаться точка является окружностью с радиусом, пропорциональным уровню 

шума (рис. 2.24).   В этом случае смещение точки можно определить 

следующим образом:  

 

   
i

iRR                                                         (2.110) 
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где iR  - смещение траектории под воздействием i-го шума. Следовательно, 

максимальное отклонение не превышает 
i

i ||max RR . Для удобства 

оценки произведем проецирование точек эллипса (рис. 2.24) на окружность, 

диаметр которой равен большой оси эллипса. Тогда  , где 
2

1

d

d
   

коэффициент искажения, а 1d  и 2d   главные (большая и малая соответственно) 

оси эллипса. Из рис. 2.24 следует 

1

2
arctg

d

R
 .                                                         (2.111) 

 

Рис. 2.24. Проекция точек траектории на окружность 

       а – истинное, b – искаженное значения точки; 

       a, b – их проекция на окружность 

 

Экспериментальная проверка влияния шумов производилось численным 

моделированием. В табл. 2.4 показаны расчетные значения для одного из 

фазовых углов (2=140) для различных уровней и видов шумов.  

 

 Таблица 2.4. Зависимость фазового угла от шума 
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Вид шума Уровень шума, % 
Среднее значение фазового угла, 

град. 

Аддитивный 
10 140,86 

40 143,12 

Мультипликативный 

по видности 

10 139,52 

40 139,14 

Мультипликативный 

по фазе 

10 139,41 

40 132,16 

Комбинированный 
10 140,56 

40 132,39 

 

Из таблицы видно, что при уровне шумов порядка 10 % погрешность 

определения фазового угла не превышает 1. Для экспериментальной проверки 

алгоритма использовалась установка, схема которой представлена на рис. 2.25.  

 

 

Рис. 2.25. Схема измерительной установки 
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Источник освещения  проецирует изображение системы синусоидальных 

полос  амплитудного транспаранта (решетка Ронхи) на экран. Размер 

транспаранта 50х50мм. Изображение вводится в компьютер с помощью 

устройства ввода. Фазовый сдвиг задается перемещением транспаранта  

микрометрическим винтом. Перемещение контролируется с точностью до 2,5 

мкм, что при 20 интерференционных  полосах соответствует погрешности 

установки фазового угла  /4000 или 0,1. На рис. 2.26 приведены результаты 

расшифровки разности фаз по формуле (2.103): 1 – при предполагаемых 

фазовых сдвигах  70, 140, 210 и 280; 2  – после  калибровки (коррекции)  

фазовых сдвигов по предлагаемому алгоритму. Действительные значения 

фазовых сдвигов составили: заданные – 71, 137, 208, 283 и измеренные  - 

71,2, 137,6, 208,3 и 283,5 соответственно. Достигнутая в результате 

калибровки погрешность измерения разности фаз не хуже /100. 

 

 

 

Рис. 2.26. Результат измерения разности фаз 

1– без калибровки фазовых сдвигов; 

2– с калибровкой фазовых сдвигов. 
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Таким образом, получен новый алгоритм, позволяющий устранить основную 

причину погрешности при измерениях методом пошагового фазового сдвига - 

ошибки при задании фазового сдвига.  

 

2.9. Сравнение методов определения фазовых разностей 

 

В этом разделе описаны методы определения фазы по интерференционным 

картинам. Каждый метод имеет свои достоинства и недостатки  

Выделение центров полос – наиболее традиционный способ. Исторически 

это первый способ, примененный для автоматизации расшифровки. При его 

использовании не требуется вносить никаких изменений в традиционные схемы 

интерферометров. Однако невозможно полностью автоматизировать выделение 

центров полос. Точность этого метода невелика. 

Методы, основанные на выделении частотных  составляющих, имеют более 

высокую точность. При их использовании возможна полная автоматизация 

расшифровки, однако они не позволяют измерять произвольные формы 

волновых фронтов. 

 Наиболее высокую точность обеспечивают гетеродинные 

интерферометры. Однако сложность и высокая стоимость аппаратуры 

ограничивают распространение этого метода. 

Чаще применяются методы пошагового сдвига. Наряду с высокой 

точностью и скоростью обработки аппаратура, необходимая для их реализации, 

обладает намного меньшей стоимостью, чем для гетеродиннвх 

интерферометров. Однако необходимо внесение дополнительных элементов в 

оптическую схему интерферометров. Результаты сравнения наиболее 

используемых методов приведены в таб. 2.5. 

 

Основные характеристики метов расшифровки 

Таблица 2.5  

 Метод 
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Параметры 

Выделение 

координат 

полос 

Разделение 

частотных 

составляющих в 

спектральной 

области 

Гетеродинная 

интерферометрия 

Метод 

пошагового 

фазового сдвига 

Необходимое 

число 

интерферограмм 

1 1 (2)  Минимум 3 

Разрешение () 1-1/10 1/10-1/30 1/100-1/1000 1/10-1/100 

Определение 

фазы в проме-

жутках между 

экстремумами 

Нет Да Да Да 

Автоматическое 

определение 

знака полос 

Нет Нет 

(Да) 

Да Да 

Необходимость 

дополнительной 

аппаратуры 

Нет Нет 

(Фазовый сдвиг) 

Да 

Внесение 

частотного сдвига 

Да 

Фазовый сдвиг 

Сложность 

аппаратуры 

Низкая Низкая Очень высокая Высокая 

Скорость 

обработки 

Низкая Умеренная Очень низкая  Высокая 

Цена Умеренная Умеренная Очень высокая Высокая 

 

Отметим, что в методе разделения частотных составляющих по 

единственной интерферограмме невозможно определить знак полос, если 

интерферограмма содержит замкнутые полосы. В этом случае для нахождения 

знака необходим дополнительный фазовый сдвиг. 
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ГЛАВА 3 

 

 

РАСШИФРОВКА СПЕКЛ-ИНТЕРФЕРОГРАММ 

 

Корреляционные спекл-интерферограммы имеют низкий контраст полос, 

характер корреляционных полос сложнее, чем у обычных интерферограмм, 

кроме того, проследить можно только темные полосы. Поэтому методы 

расшифровки, основанные на выделении центров полос и интерполяции 

значений между ними, приводят к большим погрешностям. Такая расшифровка 

применялись  ранее в спекл-интерференционных системах [14]. Снижение 

погрешности обеспечивают методы, основанные на анализе спеклограмм 

(спекл-интерферограмм) в частотной области. Эти методы используются в 

случаях, когда достаточно просто обеспечить внесение несущей 

пространственной частоты. Однако точность измерительных систем, 

использующих такие методики расшифровки, все же значительно хуже, чем у 

голографических интерференционных систем [5, 6]. 

 

3.1. Методы расшифровки с использованием управляемого фазового сдвига 

С целью минимизации погрешностей, связанных со спекл-структурой, 

вносятся дополнительные фазовые сдвиги между предметным и опорным 

пучками, по аналогии с тем, как это делается в обычной фазосдвигающей 

интерферометрии [810]. Существует два способа определения разности фаз: 

по картинам корреляционных полос и без формирования корреляционных 

полос. 

Способ 1. Определение разности фаз по картинам корреляционных полос. 

Фиксируют распределение интенсивности недеформированной поверхности. 

Затем, после деформации объекта, последовательно вносят дополнительные 

фазовые сдвиги - 0, /2, , 3/4 между предметным и опорным пучками, и 
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вычисляют картины корреляционных полос  

 

),(),(),( ,, yxIyxIyxI kdefrefks  ,                       (3.1) 

 

где индексы k=1, 2, 3, 4 соответствуют фазовым сдвигам. Модуль берется для 

удаления отрицательных величин. Было предложено определять фазовый сдвиг 

 из соотношения 

 

3,1,

3,4,

ss

ss

II

II
tg




  .                                     (3.2) 

 

Здесь ksI ,  - картины корреляционных полос, усредненные по  малым областям 

(x,y), в пределах которых фазовый сдвиг (x,y), вызванный деформацией 

объекта, можно считать почти постоянным. Усреднение необходимо, так как 

алгоритм (3.2) применим только для косинусоидальных зависимостей 

интенсивности от фазы, а из выражения (1.16) видно, что распределение 

яркости имеет сложный характер.  

 

Определение разности фаз без формирования корреляционных полос. 

Разности фаз можно определить по исходным спеклограммам. Для определения 

спеклообразной фазовой картины sr вносят фазовые сдвиги k между 

опорным и объектным пучками до деформации объекта: 

 

)cos(222
, krsrskref AAAAI                                     (3.3) 

 

(индексы k здесь соответствуют внесенным фазовым сдвигам). После этого 

объект деформируют и фиксируют еще ряд спеклограмм при тех же фазовых 

сдвигах: 
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)cos(222
, krsrskdef AAAAI  ,                    (3.4) 

 

и находят по формуле (3.2) поле s + . Вычитанием одного поля из другого 

находим фазовые значения (x,y), вызванные деформацией объекта. Требуется 

регистрация шести спеклограмм (трех до и трех после внесения деформации) 

при трехточечном и восьми при четырехточечном алгоритмах расшифровки.  

Пошаговые формулы расшифровки могут применяться только при 

косинусоидальной зависимости интенсивности от фазы. Чтобы вид 

интерференционных полос был близок к косинусоидальному распределению, 

приходится использовать низкочастотную фильтрацию спекл-интерферограмм. 

Спеклы в этом случае рассматриваются как шум. Выполнение низкочастотной 

фильтрации возможно при условии, что средний уровень спекл-шума одинаков 

в соответствующих областях усреднения  корреляционных полос: 

 

N1() = N2() = N3() = N4() = N .                      (3.5) 

 

Допущение (3.5) равносильно предположению, что средний размер спеклов 

много меньше среднего размера областей усреднения. При использовании 

телевизионных систем регистрации средний размер спеклов становится 

соизмеримым со средним размером области усреднения. Поэтому прямое 

применение методов пошагового сдвига приводит к увеличению погрешности 

измерений. 

3.2. Методы расшифровки, основанные на рассмотрении спекл-структуры 

как информационной части сигнала 

 

Ниже рассмотрены методы расшифровки, основанные на рассмотрении 

спекл-структуры как информационной части сигнала [10,11]. 

Предположим, что перед деформацией объекта регистрируют спеклограмму 
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исходной поверхности объекта Iref(), полученную при внесении 

контролируемого фазового сдвига  между объектным и опорным пучками в 

спекл-интерферометре. После деформации объекта регистрируют такую же 

спеклограмму Idef() деформированной поверхности объекта при фазовом 

сдвиге . Предполагается, что уровень деформации объекта выбран таким, что 

эффект декорреляции спеклов отсутствует. Спекл-интерферограмма получается 

вычитанием спеклограмм: 

 

)2/)(2/sin()2/)(2/sin(4)()(  rsdefref AAII   (3.6) 

Отметим, что сигналы с низкочастотными составляющими проходят через 

оптическую систему без искажений, в то время как высокочастотные 

составляющие сигнала при прохождении через оптическую систему с 

ограничивающей апертурой искажаются и формируют спекл-структуру. Если 

взять четыре спеклограмы, две из которых зарегистрированы до деформации 

объекта при фазовых сдвигах между объектным и опорным пучками 0 и /2, а 

две другие  после деформации при сдвигах /2 и  то можно определить 

фазовый сдвиг, вызванный деформацией поверхности объекта: 
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)2sin(

)()0(

)2()2(
)2tg(
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
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defref

defref
.                  (3.7) 

 Выражение (3.7) не подразумевает прямой фильтрации для устранения 

спеклов. При этом спекл-структура, воспринимается не как спекл-шум, а как 

часть информационного сигнала. 

Продемонстрируем компьютерный процесс расшифровки. Для этого, 

значения Iref и Idef представим в виде числовых массивов размером 512 точек, 

определенных по (3.3) и (3.4). Фазовый сдвиг (x,y) от деформации объекта 

задавался в виде линейной функции в диапазоне от 0 до 4. Для моделирования 

отражения от диффузно рассеивающей поверхности использовались 

равномерно распределенные в диапазоне от 0 до 2 случайные числа. 
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Моделирование искажений при прохождении волнового фронта через 

оптическую систему осуществлялось отсечением высокочастотных гармоник 

сигнала. После преобразования Фурье устранялись 200 высокочастотных 

гармоник, и производилось обратное преобразование. Затем с помощью 

алгоритма расшифровки (3.2) находилось исходное распределение фаз. 

Результат расшифровки показан на рис. 3.1. Из графика видно, что алгоритм 

расшифровки (3.2) работает при значительном отличии картины от 

косинусоидального распределения не требуется предварительного сглаживания 

спеклограмм. 

 

 

Рис. 3.1. Фазовые значения после прохождения волновых фронтов через вырезающую 

апертуру, определенные с помощью выражения (3.2). 

 

Однако, выражение (3.2) использовать не целесообразно так.как с его 

помощью определяется значение только половинного фазового сдвига (x,y), 

вызванного деформацией, а фазовые значения, превышающие половинный 

фазовый сдвиг определяются неправильно. Это вызвано неопределенностью 

фазового квадранта в формуле расшифровки. 

Можно получить выражение для определения полного фазового сдвига 

(x,y) в диапазоне от 0 до 2. Введя обозначения 

 

)4/3()4/(),(1  defref IIyxK ,             (3.8.a) 

)2/()2/(),(2  defref IIyxK  ,             (3.8.б) 
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)()0(),(3  defref IIyxK                         (3.8.в) 

 

и выполняя тригонометрические преобразования, находим 
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Выражение (3.9) требует регистрации шести спеклограмм: трех до 

деформации и трех после деформации объекта. Нами получено более простое 

выражение, использование которого существенно упрощает процедуру 

измерений: 
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Выражение (3.10) требует регистрации только четырех спеклограмм: двух 

до, и двух после деформации объекта. При этом необходимо внести всего два 

фазовых сдвига. Схема регистрации спеклограмм следующая: фиксируется 

спеклограмма исходного объекта, после фазового сдвига /2, регистрируется 

вторая. Затем объект деформируют, фиксируют третью, и после внесения 

фазового сдвига ,  четвертую спеклограмму. Анализ знаков числителя и 

знаменателя позволяет расширить область определения функции arctg в (3.9), 

(3.10) от 0 до 2. 

На рис. 3.2 представлены результаты компьютерного моделирования для 

алгоритма (3.10). На графике прослеживаются области, в которых значения 

фазы значительно отличаются от линейного распределения (сбойные точки). В 

этих областях видность V(x,y) меньше некоторого предела. 
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Рис.3.2. Фазовые значения после прохождения волновых полей через вырезающую 

апертуру, определенные с помощью выражения (3.10).  

 

Для алгоритма (3.10)  
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Точки, в которых видность меньше некоторой заданной величины 

отбрасывались. Величина предела выбиралась так, чтобы отсекалось не более 

5% всего количества точек. На рис.3.3 показан график фазовых значений после 

отбрасывания сбойных точек, а на рис. 3.4  график отклонения фазовых 

значений от действительных после отбрасывания 200 гармоник. Максимальная 

величина ошибки определяется выбором апертуры и видом распределения 

фазового поля.  

 

 

Рис.3.3. Фазовые значения после удаления 5% точек с низкой видностью.  
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Чем больше пространственных частот отсекается, тем больше ошибка при 

определении фаз. Для рассматриваемого случая (отсекают 200 гармоник, (x,y) 

- линейная функция) максимальная ошибка составляет около 10%. (рис. 3.4).  

 

 

Рис. 3.4. Отклонения фазовых значений от действительных значений, определенных по 

формуле расшифровки (3.10). 

 

Среднеквадратичная погрешность измерений фазового сдвига в этом случае  

составляет /10 … /20.  

Таким образом, использование предложенного алгоритма позволяет 

проводить измерения полей смещений диффузных объектов с погрешностью, 

близкой к погрешностям классических интерференционных систем. Следует 

подчеркнуть, что соотношение (3.10) не требует анализа пространственного 

распределения фазового поля, поскольку все входящие в него величины 

относятся к одной и той же точке плоскости изображения. 

 

3.3. Алгоритмы расшифровки, устойчивые к линейным ошибкам при 

задании сдвига 

 

Алгоритмы расшифровки рассмотренные в предыдущем разделе, имеют 

существенный недостаток  фазовый сдвиг должен задаваться точно. При 

ошибке в задании сдвига возникают погрешности, отделить которые от 
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истинных значений невозможно. Рассмотрим алгоритмы, устойчивые к 

линейным ошибкам задания сдвига. 

Пусть задается последовательность фазовых сдвигов пропорциональных 

углу , (  произвольно заданный угол). Будем регистрировать спеклограммы 

в следующем порядке: фиксируем спеклограмму исходного объекта, после 

фазового сдвига /2, регистрируем вторую, вносим сдвиг , регистрируем 

третью, затем объект деформируем, фиксируем четвертую, вносим сдвиги 3/2, 

2 и фиксируем пятую и шестую спеклограммы. 

Пусть 

)2/3()2/(),(1  defref IIyxK ,             (3.12a) 

)()(),(2  defref IIyxK  ,                       (3.12б) 

)2()0(),(3  defref IIyxK .                        (3.12в) 

 

После тригонометрических преобразований получим 
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Угол  определяется из выражения 
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Если (3.15) подставить в (3.14), то получим 
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Для полного фазового угла 
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Если в (3.17) подставить значения для угла сдвига, получим результирующее 

выражение для расшифровки спекл-интерференционных картин в случае 

линейной ошибки при установке фазового сдвига: 
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где 
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)sin(21  KM ,                                                     (3.21) 

 

)cos(232  KKM ,                                           (3.22) 

 

Выражение (3.18) не требует априорного знания величины угла сдвига , что 

позволяет использовать устройства внесения фазового сдвига без их точной 

калибровки. Достаточно, чтобы обеспечивалось приращение сдвига на одну и 

ту же величину. 
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Графики фазовых значений после расшифровки по шести спеклограммам с 

помощью алгоритмов (3.10) показан на рис.3.5а, и (3.18)  на рис.3.5б. 

Исходная фаза  линейная функция. Спеклограммы получены при сдвигах: до 

внесения деформаций 0, 60, 120°; после внесения 120, 180, 240°. В первом 

случае искажения вызваны неправильным значением угла сдвига в формуле 

расшифровки. Таким образом, использование алгоритма (3.18) позволяет 

устранить влияние линейных ошибок при задании фазового сдвига. Если 

обеспечивается линейность характеристик, применение алгоритма позволяет 

использовать устройства внесения сдвига без калибровки перед каждым 

измерением. 

 

       

а 

      

б 

Рис. 3.5. Фазовые значения, восстановленные без учета линейных 

погрешностей (а) по алгоритму (3.10) и с их учетом (б) по алгоритму (3.18). 

 

3.4. Усреднение спеклов на элементе детектора 

 

Для снижения погрешности необходимо уменьшить размер спеклов. Однако 
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при использовании традиционных методов расшифровки, уменьшить размер 

спекла ниже некоторого предела, заданного разрешением устройств 

регистрации нельзя. Это вызвано тем, что на один спекл в картине 

интенсивностей должно приходиться несколько точек или, что то же самое, 

один спекл должен проецироваться на несколько элементов фотодетектора. 

Предложенные выше алгоритмы позволяют использовать существенно 

меньший размер спеклов. Размер может быть таким, чтобы на один элемент 

датчика приходилось несколько спеклов. В этом случае результирующая 

картина будет формироваться усреднением выбранного числа единичных 

спеклов. Такая методика позволяет, во-первых, снизить величину искажений 

исходного фазового фронта и, во-вторых, использовать в оптических 

установках больший размер апертуры. При апертуре больших размеров 

увеличивается разрешение систем и упрощается получение спеклограмм, т.е. 

существенно снижаются требования к чувствительности устройств 

регистрации. 

Интерференционная полоса образуется при изменении оптического хода 

интерферирующих волновых фронтов на длину волны, т.е. при изменении их 

разности фаз на 2. Пространственная частота массива детекторов 

ограничивает максимально измеряемую частоту полос, которую можно оценить 

по критерию Найквиста для массива приемников. Если частота полос на 

интерферограмме превышает частоту Найквиста, приемник фиксирует ложные 

низкочастотные полосы. Это происходит, например, при интерференционных 

измерениях волновых фронтов, которые сильно отличаются от эталонных.  

При использовании интерференционных методов необходимо, чтобы 

размер элемента датчика был таким, чтобы не возникало эффекта перекрытия 

спектров при дискретизации сигнала. При отражении от объектов с диффузной 

поверхностью образуется волновой фронт с широкополосным спектром. Даже, 

если полезный сигнал имеет ограниченный спектр, выделить его из суммы 

спектров сигнала и шума без искажений не удается, поскольку при квантовании 

с недостаточным пространственным разрешением происходит перекрытие 
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спектров. Поэтому необходимо уменьшать размер элементарной площадки 

датчика, что требует применения более сложных устройств ввода 

интерференционных картин.  

Измерения с помощью предложенной методики следует проводить, если на 

одну элементарную площадку датчика  приходится несколько спеклов. При 

этом возможно использование обычных телевизионных устройств. 

Результат расшифровки при пространственном усреднении по четырем 

соседним точкам, соответствующих Iref и Idef показан на рис. 3.6. Операция 

усреднения имитирует процесс попадания на один элемент детектора четырех 

спеклов. В этом случае погрешность составляет 1.5%, среднеквадратичная 

погрешность измерений фазового сдвига около /60 … /70. 

 

Рис.3.6. Фазовые значения после усреднения четырех соседних точек. 

 

Размер спеклов в пространстве изображения зависит только от апертуры 

формирующей его линзы. Например, при использовании объектива с числовой 

апертурой 2 и при источнике освещения с длиной волны  = 0.63 мкм средний 

размер спекла s = 6.1 мкм. Серийно выпускаемые объективы обеспечивают 

разрешение 50…100 линий на один мм, что позволяет получать изображение со 

средним размером спекла порядка 10…20 мкм. 

При традиционных методах расшифровки спекл-интерферограмм 

необходимо, чтобы спеклы имели достаточно большие размеры, для этого 

применяют малоапертурные линзы. Однако при уменьшении апертуры 

соответственно уменьшается и световой поток, проходящий через линзу. При 

некотором пороге яркости спеклограмм не хватает чувствительности по 

яркости для их регистрации серийными видеосистемами. В таких случаях 



 

 

 

330 

применяют фотоэлектронные умножители для усиления светового потока или 

устройства регистрации с повышенной чувствительностью. Оптимальное 

значение числовой апертуры, рекомендуемое для получения корреляционных 

спекл-интерферограмм, определенное опытным путем, составляет около 8. 

Предлагаемый метод позволяет уменьшить размер числовой апертуры до 2. В 

этом случае увеличивается световой поток и возможно применение обычных 

фотоприемников. 

В настоящее время исследования в области корреляционной спекл-

интерферометрии приобретают новый импульс в связи с появлением 

высокоразрешающих приемников изображений, а также малогабаритных 

твердотельных лазеров позволяет создавать компактные измерительные 

системы, которые могут быть закреплены непосредственно на исследуемых 

конструкциях  в реальных условиях эксплуатации. Однако погрешность 

фазовых измерений этих систем  значительно больше, чем у 

интерференционных и голографических систем.  

Предложенный способ расшифровки принципиально отличается от 

традиционного способа корреляционного сравнения спеклограмм, поскольку не 

требует пространственного сравнения спеклов. Его можно рассматривать как 

интерференционный метод сравнения спеклограмм с ограничением спектра 

сигнала в частотной области, причем анализ производится в каждой отдельно 

выбранной точке фотоприемника.  

 

3.5. Вейвлет-анализ интерференционных сигналов 

 

Вейвлет-преобразование применяется сравнительно недавно, и его 

математический аппарат находится в стадии активной разработки. 

Необходимые понятия вейвлет-анализа и его свойства приведены в 

Приложении 1 по материалам работ [811], где проводятся аналогии и 

сравнения с Фурье-анализом (Приложение 2), значимость и привлекательность 
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которого для широкого круга исследователей неоспоримы и проверены 

временем.  

Расмотрим возможность вейвлет-анализа интерференционных 

изображений на  модельных сигналах, построенных на основе функций с 

хорошо известными свойствами. 

Каждый пример проиллюстрирован графически. Коэффициенты 

вейвлетспектра W(a,b) показаны в виде проекции на плоскость аb (временной 

масштаб, время); по оси абсцисс отложено время, по оси ординат — временной 

масштаб (сверху вниз). Светлые области соответствуют положительным, а 

темные — отрицательным значениям W(a,b), оттенками серого цвета в каждой 

области выделены диапазоны значений W(a,b). Аналогичным образом 

представлены картины линий локальных экстремумов или локальных 

максимумов. Приведенные результаты получены с помощью МНАТ-вейвлета. 

Вычисления проводились в прямоугольной области значений параметров а,b. 

Для снижения влияния краевых эффектов применялось периодическое 

продолжение рядов данных.  

 

3.5.1. Гармонические сигналы 

 

Сигнал 1. Гармонический сигнал представляет собой синусоиду. На 

рисунке 3.7. показаны сигнал 1 и спектральные коэффициенты вейвлет-

преобразования. Верхние строки коэффициентов демонстрируют 

периодический характер сигнала. Темные и светлые крупномасштабные детали 

в нижней части картины коэффициентов связаны с граничными эффектами и 

имеют малую интенсивность. 
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Рис 3.7. Сигнал 1 (а) и картина коэффициентов его вейвлет-преобразования (б) 

 

Сигнал 2. Аддитивная смесь синусоид с заметно отличающимися 

частотами ( 2021 TT ) показана на рисунке 3.8а. На верхней части картины 

значений коэффициентов (рис. 3.8б) легко различаются многочисленные 

периодически повторяющиеся детали, отражающие резонанс высокочастотной 

составляющей сигнала с мелкомасштабными вейвлетами. Три светлые и две 

темные области соответствующие положительным и отрицательным значениям 

W(a,b) указывают на сильную корреляцию между крупномасштабными 

вейвлетами и низкочастотной составляющей сигнала. 

 

Рис. 3.8. Сигнал 2 (а) и картины коэффициентов его вейвлет-преобразования (б) 

 

Сигналы 3 и 4 представляют собой разные комбинации синусоид с 

периодами 221 TT . Сигнал 3 составлен из последовательных отрезков 

синусоид, а сигнал 4 представляет собой сумму синусоид. Эти сигналы 

неразличимы для преобразования Фурье: легко убедиться, что их спектры 



 

 

 

333 

Фурье практически одинаковы, однако их вейвлетспектры имеют 

значительное различие (см. рис. 3.9а и 3.9б). 

 

Рис. 3.9. Сигналы 3 (а) и 4 (б) и соответствующие им картины коэффициентов 

вейвлет-преобразования, Фурье-спектр сигналов 

Энергетические вейвлет-спектры этих сигналов, как и их спектры Фурье, 

очень сходны, поскольку получены сверткой по всей длине ряда. Они имеют 

широкие максимумы, поглощающие оба масштаба. Заметим, что 

нестационарные свойства сигналов, например, эволюционирующие частоты 

(масштабы) можно  выявить с помощью локального спектрального анализа, при 

котором вычисление спектров производится сверткой коэффициентов 

вейвлетпреобразования не по всей длине ряда ведется, а по его отрезкам. 

 

3.5.2. Сигналы с особенностью 

 

На интерференционных изображениях часто встречаются изолированные 

особенности типа импульса, ступеньки, нелинейности, излома и т.п. Это могут 

быть как присущие описываемому сигналу элементы, так и паразитные 
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явления, например шум. Например, преобразование Фурье сигнала, 

регулярного везде, за исключением одной сбойной точки, несет информацию о 

ней во всех своих коэффициентах, поэтому изолированные особенности 

практически не фильтруются, искажая спектр сигнала, а, следовательно, и 

реконструируемый по нему сигнал. 

Вейвлет-преобразование применялось к сигналам с некоторыми 

особенностями. На рис. 3.10 для большей информативности кроме сигналов 

представлены  линии локальных экстремумов, а также характерные линии 

уровня значений коэффициентов W(a,b) (сплошные линии относятся к 

положительным, а штриховые — к отрицательным значениям). Все точечные 

особенности, содержащиеся в сигналах, сопровождаются линиями локальных 

максимумов, исходящими из этих точек. Их количество определяется 

характером особенности сигнала и свойствами анализирующего вейвлета. 

Отметим, что, что смена знака производной анализируемой функции 

отмечается линией локальных экстремумов распределения W(a,b). На рис. 3.10а 

показано преобразование сигнала с особенностью типа -функции. Следующие 

два примера (рис. 3.10б, в) содержат особенности, при которых смена знака 

производной сопровождается разрывом функции (степенные особенности вида 

|t
5
|,| t

2/3
| соответственно). В этом случае место локализации особенности сигнала 

отмечено тремя линиями скелетона. Центральная линия является линией 

максимума или минимума в зависимости от того, имеет ли сигнал в этой точке 

максимум или минимум. Аналогично выглядят результаты вейвлет-

преобразования -функции. Особенности менее высокого порядка, такие, как 

перегиб функции t
1/3

 (рис. 3.10г) или скачок (рис. 3.10д), отмечаются двумя 

линиями локальных экстремумов, излом (рис. 3.10е) — одной линией. 
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Рис. 3.10. Вейвлет-преобразование сигналов с особенностями: а  -фукция, б  |t5
|, в  | 

t
2/3

|, г  t1/3
, д  скачок,   излом 

 

Вейвлет-преобразование способно выявить пространственное положение 

особенности: коэффициенты вейвлетпреобразования гладкой функции резко 

возрастают при появлении особенности, локализуя ее линиями локальных 

экстремумов. Характер особенности в точке определяется из асимптотического   

поведения   коэффициентов  вейвлетпреобразования   при стремлении 

масштаба к нулю. Например, значения коэффициентов вейвлет-преобразования 

-функции максимальны на малых масштабах, а с ростом масштаба резко 

убывают, повторяя характер особенности. Таким образом изолированная 

особенность локально распределяется в коэффициентах вейвлет-

преобразования и при необходимости может быть легко скорректирована или 

удалена из сигнала. 

Приведенные результаты получены с помощью МНАТ-вейвлета, 

имеющего два равных нулю момента (нулевой и первый). Вейвлеты же, 

имеющие только один нулевой момент, неспособны различать особенности 

производных. Распределение коэффициентов вейвлет-преобразования, 
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полученное с помощью такого вейвлета, имеет меньше линий локальных 

экстремумов. Например, для первых трех сигналов, отсутствует центральная 

линия экстремумов; особенность производной сигнала с перегибом (рис. 3.10г) 

не отмечена вообще, а скачок (рис. 3.10в) сигнала отмечен одной линией 

экстремума. Чем выше порядок анализирующего вейвлета, чем больше нулевых 

моментов он имеет, тем лучше вейвлет-преобразование дифференцирует 

особенности. 

Рассмотрим применение вейвлет-анализа для выделения середин 

интерференционной спекл-интерферограмме. Поскольку  спеклструктуры 

имеют широкополосный спектр, то они не могут быть отфильтрованы 

стандартными методами цифровой фильтрации. Для анализа используем 

одномерное вейвлетпреобразование сигнала f(t)  следующего вида: 





 

1

0

)()(),(
N

x
ab dtttfbaW ,                                       (3.23) 

где a  масштабный коэффициент (a > 0),  0  b  N1, 0  t  N1, и 
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вейвлет-функция.  

Обратное преобразование имеет вид 
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где   







 dC
1

2

)(   нормирующий коэффициент.  

 

Графики этой функции при различных значениях масштабного множителя a 

показаны на рис. 3.11. 
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Рис. 3.11. MHAT-вейвлет при различных масштабах 

 

Реальная корреляционная спекл-интерферограмма диффузного объекта 

показана на рис. 3.12. График  сечения по строке (рис. 3.12) показан на рис. 

3.13. 

  

Рис. 3.12. Корреляционная спекл-интерферограмма 

 

 

 

Рис. 3.13. График интенсивности по горизонтальному сечению рис.3.12. 

 

Картина коэффициентов вейвлет-преобразования по данному сечению показана на  рисунке 3.14: 
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Рис. 3.14.  Коэффициенты вейвлет преобразования 

 

Для разделения низкочастотной полезной части сигнала от спекл-структуры  

из вейвлет-спектра необходимо вырезать высокие частоты, находящиеся в 

верхней части картины коэффициентов, и сделать обратное 

вейвлетпреобразование. График восстановленного сигнала показан на рис. 

3.15.  

 

 

Рис. 3.15. Отфильтрованный низкочастотный сигнал 

 

Вертикальными линиями показаны выделенные середины интерференционных 

полос. Центры этих полос хорошо согласуются со спекл-интерференционной 

картиной, приведенной на рис. 3.12. 

Таким образом, вейвлет-преобразование позволяет эффективно выделить 

полезный сигнал из корреляционной спекл-интерферограммы. В случае  

сложной картины полос необходимо применять двумерное 

вейвлетпреобразование. 
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ГЛАВА 4 

 

РАСШИФРОВКА СДВИГОВЫХ ИНТЕРФЕРОГРАММ 

 

В классической интерферометрии исследование волнового фронта, 

отраженного от объекта выполняют, сравнивая его с опорным (априорно 

известным) волновым фронтом. Поэтому сравнение произвольных фронтов 

методами классической интерферометрии невозможно. В качестве опорного 

волнового фронта применяют сферические или близкие к ним волновые 

фронты. Однако в реальных условиях  не всегда возможно сформировать 

опорный фронт с требуемыми характеристиками. Если форма измеряемого 

фронта значительно отличается от плоской или сферической формы 

необходимо применять компенсирующие элементы, например, линзы. 

Использование в качестве компенсирующих линз голографических 

транспарантов значительно расширило тип изучаемых объектов. Однако и в 

этом случае требуется априорная информация для выбора транспаранта, 

компенсирующего реальный волновой фронт к близкому по форме опорному 

волновому фронту. Кроме того, необходимость изготовления компенсирующих 

элементов значительно усложняет эксперимент. Методы сдвиговой 

интерферометрии свободны от этих недостатков, однако они не получили 

широкого распространения из-за сложности и неоднозначности интерпретации 

интерференционных картин. Развитие компьютерной техники позволяет 

предложить методы расшифровки, позволяющие восстанавливать поля фаз с 

высокой точностью в реальном масштабе времени. 

 

4.1. Интерферометры бокового сдвига 

 

Интерферометрия бокового сдвига широко применяется при исследовании 

оптических деталей и систем, при изучении потоков и явлений диффузии в 

газах и жидкостях. Основной принцип данного метода заключается в 
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небольшом смещении деформированного фронта волны и получении 

интерференционной картины между ним и исходным волновым фронтом 

(рис.4.1) [1]. 

 

 
                                                а) 

 
         б) 

 

Рис. 4.1. Схематическое изображение образования интерферограмм бокового сдвига с 

коллимированным (а) и сходящимся (б) ходами лучей: 

 1 - источник света; 2 - точечная диафрагма; 3 - коллимирующая  линза; 4 -

 интерферометр бокового сдвига; 5,7 - исходный волновой фронт; 6 - интерферометр  

бокового сдвига; 8 - волновой фронт с боковым сдвигом. 

 

Если волновой фронт близок к плоскому, то боковой сдвиг достигается его 

смещением в собственной плоскости, если он почти сферический  смещением 

фронта относительно собственного положения при вращении вокруг оси, 

проходящей через центр его кривизны. Для получения бокового сдвига 

существуют различные оптические схемы. Так смещая одну из призм в 

интерферометре Майкельсона в боковом направлении, получим боковой сдвиг 

удвоенной величины (рис. 4.2). В интерферометре Маха-Цендера для 

получения бокового сдвига две одинаковых плоскопараллельных пластины 

помещают в каждой ветви интерферометра и поворачивают их на одинаковую 

величину (рис. 4.3). 
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Рис.4.2. Модификация интерферометра Майкельсона для получения бокового сдвига: 

1 - уголковый отражатель или прямоугольная призма; 2 - идеальный тонкий светоделитель. 

 

 

 

 
Рис.4.3. Модификация интерферометра Маха-Цендера для получения бокового 

сдвига: 1, 2 - вращаемые плоскопараллельные пластины. 

 

На рис. 4.4 показан интерферометр бокового сдвига, использующий 

сходящие пучки. Наклон одного из плоских зеркал относительно оси, 

проходящей через точку фокусировки волнового фронта, обеспечивает 

появление бокового сдвига. 
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Рис. 4.4. Интерферометр Майкельсона, используемый для бокового сдвига: 

1 - падающий сходящийся волновой фронт; 2,3 - волновые фронты с боковым  сдвигом. 

 

 

4.2. Методы расшифровки интерферограмм бокового сдвига 

 

При смещении волнового фронта W(x,y) на величину s в направлении x 

разность хода составит W = W(x,y)W(xs,y). Эта величина определяется 

интерферометром бокового сдвига. Разность хода в различных точках 

волнового поля находится из простого соотношения 

 

 W(x,y) = n, 

 

где n  порядок полосы;   длина света. 

Задача определения формы волнового фронта разбивается на две: 

1)  Измерить по интерференционной картине фазовую разность хода 

W(x,y). 

2)  Найти исходное фазовое распределение W(x,y). 

Решение второй задачи  основная цель данного раздела. 

 

Как правило, набор фазовых разностей представлен зашумленными 

разностями в узлах прямоугольной сетки. Естественный подход к устранению 

влияния шумов заключается в применении метода наименьших квадратов 

(МНК) позволяющего минимизировать суммарную квадратичную ошибку 
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распределения фаз при расчете оценки волнового фронта. Существует два 

основных варианта данного способа: модальное и зональное оценивание. При 

модальном оценивании волновой фронт и фазовые разности раскладываются по 

набору базисных функций и по МНК определяют оптимальные коэффициенты 

разложения, а затем с некоторой точностью вычисляются значения фаз. В 

качестве ортогонального базиса наиболее часто используются полиномы 

Цернике, Лежандра, набор комплексных экспонент разложения в ряд Фурье. 

Зональный подход заключается в регистрации фазовых разностей в точках 

согласно геометрии разбиения сенсорного устройства. Затем по МНК 

определяется соответствующая система нормальных уравнений относительно 

неизвестных значений фаз, которая решается тем или иным способом. До 

последнего времени этот подход использовался редко поскольку он 

характеризуется высокой трудоемкостью и низкой точностью при решении 

системы нормальных уравнений большой размерности. 

Зашумленные фазовые разности для двух направлений (по x и y)  

 

ijjiijij er   ,1 , ijjiijij hc  1, , 

 

где ije  и ijh  - отклонения от действительных фазовых разностей (шум в 

измеренных разностях фаз).  

Необходимо  получить оценку ij  в каждой точке по зашумленным 

фазовым разностям. Задача переопределена (т.е. число уравнений значительно 

больше, чем  число переменных), поэтому для нахождения оценок фаз 

используем метод наименьших квадратов: 

 

])1()[( 2
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Дифференцируя (4.1) по ij  и приравнивая результаты нулю, получим 

следующую систему уравнений: 

 

1,,11,1,,1,14   jiijjiijjijijijiij ccrr  ,  (4.2) 

 

где 12;12  NjMi . 

Если допустить периодичность изменения массива фаз (i1, j1 

определяются по модулю M и N), то уравнение верно для всех i, j.  

Можно показать, что при зональном оценивании система нормальных 

уравнений (4.2) по своему виду совпадает с системой, получаемой при решении 

уравнения Пуассона и граничных условиях Дирихле 
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2
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





yx
,      00                          (4.3) 

 

на прямоугольной сетке при использовании стандартной пятиточечной 

конечно-разностной аппроксимации [2, 3]. 

Определим 1,,1   jiijjiijij ccrrν . Для больших M и N система 

нормальных уравнений (4.2) может быть представлена системой матричных 

уравнений: 

 

AФ = V,                                                        (4.4) 

 

где A – теплициева (симметрическая с одинаковыми диагональными 

элементами) блочно-диагональная матрица размерностью NMNM   вида 
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I – единичная матрица размера MN; Ф - вектор столбец 1MN  вида 

}{ 1,2221131211 MNNM   ; V -  вектор столбец 1MN   вида   

}{ 1,2221131211 MNNM ννννννν  . 

Известны эффективные прямые алгоритмы решения уравнения Пуассона 

(4.3), основанные на быстром преобразовании Фурье. Так, например, матричное 

уравнение (4.4) может быть сведено к системе N несвязных матричных 

уравнений с трехдиагональной матрицей: 
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где 













1
cos24

N

s
s , )1(~ Miνis   - s-й столбец  матрицы ]~[ ijν , 

размерностью MN  , каждая k-я строка которой вычисляется как первые N 

элементов последовательности, являющейся дискретным синус 

преобразованием Фурье от последовательности из 2(N+1) элементов вида 

 

}0,,0,0,,,,,0{ N,k2,k1,k   , 

 

где )Nj1(ν j,k   k-я строка матрицы ][ ijν  

Существует много способов решения системы матричных уравнений типа 

(4.5). Наиболее распространенный - метод прогонки. Решив систему, получим 

элементы матрицы ]
~

[ ij . Теперь можно вычислить искомую матрицу фаз ][ ij  

как первые N элементов последовательности, являющейся дискретным 

синуспреобразованием Фурье от последовательности 2(N+1) элементов вида 

 

}0,,0,0,
~

,,
~

,
~

,0{ ,2,1,  Nkkk  ,                                 (4.6) 

 

где )1(
~

, Njjk   - k-я строка матрицы ]
~

[ ij . 

Для апериодического случая имеют место существенные отличия в 

граничных точках и тогда система уравнений (4.4) принимает вид 
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где   
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Отметим, что матрица A нетеплициева, поэтому рассмотренный выше алгоритм 

решения неприменим к волновым фронтам, для которых не выполняется 

условие периодичности. На рис. 4.1 показан результат расшифровки 

синтезированного волнового фронта. Форма волнового фронта рассчитывалась 

по формуле 
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а) 
 

б) 

 

Рис. 4.5. Расшифровка по алгоритму (4.4)-(4.6):  

а  исходный волновой фронт; 

б  результат расшифровки. 
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  Этот же результат, но при строчной развертке массивов показан на рис. 4.6. 

 

(x,y) 

 

 

Рис. 4.6. Расшифровка по алгоритму (4.4)(4.6) с разверткой массивов по строке 

   а) исходный волновой фронт 

                                                    б) результат расшифровки 

 

 

При небольшом числе уравнений N и M < 10 для решения (4.6)  можно 

воспользоваться известным методом матричной прогонки. Однако в 

практических интерференционных системах в качестве устройств ввода 

используются фотоприемники, имеющие 256 x 256 или 512 x 512 элементов 

разрешения. Метод требует хранения в памяти М векторов размера N и матриц 

размера М x N что предъявляет очень высокие требования к оперативной 

памяти даже для современной вычислительной техники. 

 Предложим модификацию рассмотренного выше быстрого алгоритма для 

случая, когда матрица A имеет различные элементы на главной диагонали. 

Систему уравнений (4.4) можно факторизовать, если найдется преобразование 

такое, что 

 

ΛAUU T ,      (4.8) 
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где  U - матрица преобразования, Λ  - клеточная диагональная матрица. Из 

теории матричных вычислений [4] известно, что, если U  - матрица, 

составленная из собственных векторов Ui матрицы A , а i  ее собственные 

числа, то   Λ    единичная матрица,  диагональ которой состоит из 

собственных чисел  I: 
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Тогда матрица (4.4) примет вид 
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путем перестановки столбцов и строк матрица  A  приводится к виду 

аналогичному в (4.5). В этом случае система уравнений (4.4) запишется так: 

 

TT
VUΛΦ  .    (4.10) 

 

Собственные значения блочной матрицы A1 находятся как  
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для A0 получаем путем решения системы уравнений AAU SS 1 , с их 

последующей нормировкой. Отметим,  что собственные вектора одни и те же 

для  A0 и A1. 

 

а) 

 

б) 

Рис. 4.7.  Интерферограммы полученные: 

а  с компенсацией опорного волнового фронта 

                             б  с плоским опорным фронтом 

  

На рис. 4.7а,б показаны интерферограммы, полученные с применением 

компенсирующего элемента (а) и при сравнении объектного фронта с плоским 

опорным волновым фронтом (б). Во втором случае отчетливо проявляется 

эффект переналожения спектров. 

 

Основные этапы  измерения произвольного волнового фронта показаны 

на рис. 4.8. 
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а 

 

б 

 

в 

 

г 

 

д 

 

 е 

Рис. 4.4. Основные этапы расшифровки 

 

Таким образом, для однозначного восстановления комплексной амплитуды 

произвольного оптического волнового фронта необходимо зарегистрировать 

две сдвиговых интерферограммы во взаимно перпендикулярных направлениях 

(рис.4.4а,б), устранить n - неоднозначность, если фазовый сдвиг между двумя 
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смежными точками превосходит  (рис.4.8в,г) и затем рассчитать значения 

волнового фронта по алгоритму (4.8) – (4.10). Сдвиговой оптический 

интерферометр для практической реализации этого алгоритма должен 

предусматривать: 

 внесение управляемого фазового сдвига для определения разности фаз в 

пределах периода; 

 одновременное получение двух сдвиговых интерферограмм со сдвигом 

по x и по y. 

Такой интерферометр может быть построен на основе схемы, приведенной 

на рис.4.9. [5]. Схема состоит из полупрозрачного 5 и отражающих зеркал 3 и 4, 

призмы 6, поворачивающей изображение на 90
0
, отражающей призмы 1, 

закрепленной на пьезокерамике для внесения фазового сдвига, и призмы 2 для 

внесения пространственного сдвига. 

 

 

 

Рис.4.9. Схема интерферометра пространственного сдвига. 

 

Перемещение отражателей осуществляется шаговым двигателем. На 

фотодетекторе одновременно отображаются две интерференционные картины с 

пространственным сдвигом по x и по y. Фазовый сдвиг вносится одновременно 

в каждую из интерференционных картин. 
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ГЛАВА 5 

 

МЕТОДЫ РАСШИРЕНИЯ ДИНАМИЧЕСКОГО ДИАПАЗОНА ПРИ 

ИНТЕРФЕРЕНЦИОННЫХ ИЗМЕРЕНИЯХ 

  

Одним из факторов, сдерживающих широкое распространение 

измерительных интерференционных систем, является ограниченный диапазон 

измерений. По интерференционной картине фазовые значения могут 

однозначно восстанавливаться только в пределах периода. Причина этого - 

периодический характер зависимости интенсивности интерферограммы от 

фазовой разности интерферирующих волновых фронтов. Значение периода 

полос определяется разностью фаз, при которой регистрируемая интенсивность 

меняется от минимума до максимума. Величина периода (цена 

интерференционной полосы) пропорциональна длине волны источника 

освещения, она зависит от угла между интерференционными полосами и 

коэффициента пропускания среды. 

Погрешность измерений интерференционных систем в настоящее время 

достигает /50  /100 при цене полосы, равной длине волны ( ~ 0.5 мкм). 

Использование существующих методов устранения фазовой неоднозначности 

позволяет восстановить фазовое распределение по полю с диапазоном не более 

десятка полос. При десяти полосах возможный диапазон измерений составит 

100.5 мкм = 5 мкм. Это очень мало для измерения объектов с формой, 

значительно отличающейся от плоской или сферической. Увеличение цены 

полосы приводит к снижению погрешности. Поэтому в настоящее время 

интерференционные системы используются в основном для анализа объектов 

простой формы. Если форма исследуемых волновых фронтов значительно 

отличается от плоской или сферической, приходится применять дорогостоящие 

компенсирующие элементы. 

В настоящее время проблема фазовой неоднозначности окончательно не 
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решена. Разработка новых методов увеличения диапазона очень важна, 

поскольку при удачном решении этой задачи значительно расширится область 

применения интерференционных систем. Чем в большем диапазоне будет 

устранена фазовая неоднозначность, тем больше диапазон измерений. При 

увеличении диапазона до сотен длин волн появляется возможность использовать 

интерференционные оптические системы для исследования объектов сложной 

формы с диффузной поверхностью без наличия дополнительных 

компенсирующих элементов. 

Проблема фазовой неоднозначности возникает не только при использовании 

оптических интерференционных методов, но и при любых фазовых методах 

измерений (акустических, измерениях в радиодиапазоне). Ниже 

рассматриваются способы устранения фазовой неоднозначности на примере 

оптических систем. Однако эти способы можно без ограничения общности 

перенести и на другие фазовые методы измерений.  

В тексте наряду с термином «устранение фазовой неоднозначности» 

используются аналогичные выражения – «расширение области фазовой 

однозначности», «устранение 2 неоднозначности».  

 

5.1. Алгоритмы развертывания фазового поля 

 

При расшифровке интерферограмм фазовые значения можно однозначно 

определить только в пределах периода. Для определения полной фазы, т.е. 

числа полных периодов соответствующих разности хода волн, необходимы 

некоторые добавочные априорные данные об исследуемом волновом поле, 

например: 

- знак изменения фазы при переходе через период;  

- приблизительные значения полной фазы, полученные из других 

источников измерений; вид измеряемого волнового фронта 

(плавность, непрерывность производных); 
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- изменение цвета полосы в интерферометрах с одинаковым ходом 

волн, изменении контраста полос и т.п.; 

- разность фаз, полученных при нескольких измерениях одного объекта 

с измененной ценой полосы. 

Наибольшее число алгоритмов устранения фазовой неоднозначности 

основано на анализе пространственной структуры поля фаз. Полная фаза 

определяется развертыванием фазы, т.е. последовательным добавлением или 

вычитанием 2 к соседним точках, если перепад между ними превышает 

некоторый порог (рис. 5.1). Такая процедура основана на допущении, что резкие 

(более периода) скачки в точках перехода через период отсутствуют. Для 

прослеживания границы перехода необходимо, чтобы число периодов было на 

порядок меньше, чем точек в массиве детектора. Эти возможно только при 

анализе плавного фазового фронта. Процедура добавления 2 может 

рассматриваться как экстраполяционный процесс. При этом используется 

информация о предыдущих восстановленных точках для определения волнового 

фронта в следующих точках. 

 

 

Рисунок 5.1. Волновой фронт, измеренный по модулю 2 

 

Гипотеза о существовании фазового перехода в некоторой точке фазового 

поля принимается в зависимости от результатов анализа ее окрестности. Такая 

процедура называется фазовым развертыванием. 

Первые работы по фазовому развертыванию строились на сравнении 
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соседних значений в столбцах и строках массива детектора. Если соседние 

значения по столбцам 

Iw(i,j+1) - Iw(i,j)   2 , то  In1(i,j+1) = Iw(i,j+1)  2 ,           (5.1) 

и по строкам 

In1(i+1,j) - In1(i,j)  2 , то  In(i+1,j) = In1(i+1,j)  2 ,          (5.2) 

то в идеале должно получиться непрерывное фазовое распределение In1(i,j).  

Результаты определения фазовых значений методом управляемого фазового 

сдвига по четырем интерференционным картинам приведены на рис. 5.2. 

Результирующее поле фаз однозначно определяется этим способом с точностью 

до периода и изменяется в пределах от 0 до 2  

На рис. 5.2 показаны четыре интерферограммы и вычисленное по ним поле 

фаз (а), график поля фаз вдоль указанной строки (б) и трехмерный график 

фазового поля (в). 

 

 

 

a) 

 

                         б) 

 

                         в) 

Рисунок 5.2. Определение фазы по четырем интерференционным картинам: 

а) определение фазы в пределах от 0 до 2; 

б) график по центральной строке; 

в) трехмерный график поля фаз. 
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Процесс восстановления полной фазы методом развертки по строке и по 

столбцу показан на рис. 5.3. 

 

а) 

 

б) 

Рисунок 5.3. Развертка фазы по строке (а) и по столбцу (б) 

 

Чистые картины полос встречаются довольно редко. При использовании 

алгоритмов развертки на практике возникают серьёзные проблемы, связанные с 

влиянием различных источников шума на качество восстановления поля фаз. 

Поскольку процедура развертывания на каждом шаге зависит от предыдущих 

вычислений, единичная ошибка приводит к лавинообразному нарастанию 

погрешности.  

Лучшие результаты дает модификация метода с использованием анализа по 

областям. Каждая точка связывается с определенной областью, в которой не 

должно быть фазовых скачков. Такие области ограничены линиями фазовых 

разрывов. Каждой области ставится в соответствие целое число 2, которое 

добавляется или вычитается для всех точек области. Этот метод более устойчив, 

чем метод анализа по строкам и столбцам.  

Алгоритмы развертывания фаз работают в случае, если фазовая картина 

плавная, т.е. перепады в соседних точках не превышают  и можно проследить 

пространственную границу переходов через период. Это условие эквивалентно 

ограничению наклона волнового фронта на половину длины волны (или 

четверть волны при измерении рельефа поверхности в оптических схемах, 

работающих на отражении). Подобные ограничения на пространственное 

распределение исследуемого поля фаз являются существенным недостатком 

методов развертывания. Для измерения объектов с поверхностями, имеющими 
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разрывы или скачки в соседних точках, необходимо или увеличить длину волны 

или каким-либо способом получить некоторую добавочную априорную 

информацию о поверхности объекта. Для этого могут использоваться: 

- интерферометрия в белом свете; 

- квазимонохроматический источник излучения; 

- источник излучения с большой длиной волны. 

Интерферометрия в белом свете может применяться при одинаковых 

оптических путях в плечах интерферометра. В этом случае интерференционная 

картина состоит из центральной темной полосы и окрашенных полос изнутри и 

снаружи от этой полосы. Отмечая перемещение темной полосы, можно 

определить, на сколько периодов произошел скачок при резком изменении 

фазового фронта. 

При применении квазимонохроматических источников в интерферометрах с 

общим ходом волн контраст полос используется для определения полосы, в 

которой возникают неопределенности от разрывов [2]. 

Для генерации излучения с большой длиной волны [3,4] требуются 

источники инфракрасного диапазона и приемники, чувствительные к ИК-

излучению. Динамический диапазон увеличивается пропорционально 

изменению длины излучения. При этом увеличение динамического диапазона 

приводит к пропорциональному уменьшению точности. 

Расширение диапазона может быть достигнуто также при измерениях одного 

и того же волнового поля с двумя разными длинами волн. Способ измерения с 

помощью эквивалентной длины волны описан в следующем разделе. 

 

5.2. Измерения с помощью эквивалентной длины волны 

 

Измерения при двух длинах волн - еще один из способов расширения 

области фазовых измерений. В качестве априорной используется информация о 

величине длин волн источников освещения.  

Оптические разности хода волн (ОРХ) в любой точке поля (x,y) 
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определяются из выражений  

OPХn
a

a
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
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2                                            (5.3) 

при длине волны a и  
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при длине волны b. Вычитая (5.3) из (5.2) и выделяя ОРХ, получим  
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где eq  

ba

ba
eq




  .                                            (5.6) 

Таким образом можно определить фазовый фронт с периодом, равным 

эквивалентной длине волны eq. Чем ближе длины используемых волн, тем 

больше длина эквивалентной волны. Например, при измерениях с двумя 

длинами волн 488нм и 514нм, eq равно 9.47мкм; при a = 633нм и b = 529нм - 

eq = 3.22мкм.  

Для получения эквивалентной длины волны могут использоваться метод 

двух источников, иммерсионный и двухволновой методы. Рассмотрим их на 

примере получения линий равного уровня с помощью методов голографической 

интерферометрии [9]. 

Метод двух источников заключается в том, что голограмма экспонируется 

дважды, причем перед второй экспозицией положение источника, освещающего 

объект, изменяется. На стадии восстановления в результате интерференции 

световых пучков образуются полосы, являющиеся контурами сечений объекта 

эквифазными секущими плоскостями, которые параллельны биссекторной 

плоскости угла , образованного направлениями распространения пучков от 

первого и второго освещающего объект источника. Размер полос определяется 

следующим выражением: 
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2
sin2




eq  .                                                        (5.7) 

Изменяя угол , можно менять eq в широких пределах. Например, при 

  1', eq  2,5мм, а при   3,5
o
, eq  10мкм. 

При иммерсионном методе исследуемый объект помещают в кювету, 

заполненную прозрачной жидкостью или газом с показателем преломления n1, и 

экспонируют голограмму. Затем изменяют показатель преломления до значения 

n2, обычно добавляя в кювету другое вещество, и снова экспонируют 

голограмму. В результате восстановленное изображение будет покрыто 

интерференционными полосами, а расстояние между секущими плоскостями 

определится выражением 

)cos1()cos1( 2211 


 

nneq  ,                               (5.8) 

где 1 и 2 - углы преломления света при первой и второй экспозициях. Заполняя 

кювету различными газами и жидкостями, можно изменять eq. 

При двухчастотном методе на одну фотопластинку записывают две 

голограммы одного и того же объекта, одну при длине волны a, другую при 

волне b. На стадии восстановления появляются две световые волны, которые 

интерферируют. В результате получается картина, представляющая 

топографическую карту поверхности предмета. Расстояние между соседними 

секущими плоскостями равно 

ba

ba
eq






2
 .                                              (5.9) 

В экспериментах по получению топограмм методом двухдлинноволновой 

голографической интерферометрии использовался разработанный в НГТУ 

ионный газовый лазер. 

В табл. 5.1 приведены наиболее интересные пары линий; получаемый при 

этом шаг сечений; и излучаемая мощность на соответствующих линиях. Лазер 
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работает на аргоне и криптоне. Перестройка осуществляется оперативно. При 

использовании существующих мод в газовых лазерах эквивалентная длина 

волны может изменяться от 2 до 500мкм, т.е. шаг полос может быть выбран от 

микрометров до миллиметров. 

 

Табл. 5.1. Пары линий и получаемый при этом шаг сечений и излучаемая мощность 

a(А) b(А)  h(мкм) W(мВт) 

5308,65 5286,90 21,75 64,5 300 

5286,90 5208,31 78,59 17,52 200 

5208,31 5145,79 62,52 21,43 200 

5145,79 4880,03 265,76 4,72 2500 

5145,79 4965,07 180,72 7,07 700 

5017,16 4965,07 52,09 23,00 400 

4965,07 4880,03 85,04 14,25 700 

4880,03 4825,17 54,86 21,69 100 

4880,03 4764,86 114,83 10,11 500 

4825,17 4764,86 60,31 19,06 100 

4764,86 4762,43 2,43 467 100 

4764,86 4726,86 38,00 29,6 200 

4579,35 4545,05 34,30 30,3 100 

 

Сопоставляя выражения для eq можно увидеть, что с метрологической 

точки зрения предпочтение следует отдать методу двух частот, так как углы и 

коэффициенты преломления определяются с существенно большей 

погрешностью, чем длины волн. 

С ростом эквивалентной длины волны неопределенность при измерениях 

возрастает. Это видно из следующего выражения для абсолютной погрешности 

определения OPX методом эквивалентной длины волны: 











eqeqba
OPD

2

( )
.                            (5.10) 

Существует модификация этого метода (TWPSI - Two-Wavelength Phase-

Shifting Interferometry), которая заключается в вычислении разности фазовых 

значений, измеренных при разных значениях волны источника освещения [6,7,8] 



 

 

 

364 

методом фазового сдвига и в определении оптической разности хода с помощью 

выражения (5.3) в цифровом виде на компьютере. 

Основные недостатки этого метода:  

 для получения максимальной эквивалентной длины волны необходимо 

выбирать близкие длины волн, а это резко увеличивает погрешность 

измерений;  

 невозможно при разных длинах волн использовать более двух измерений, 

а это ограничивает максимальный диапазон метода;  

 погрешность измерений возрастает с ростом эквивалентной длины волны. 

При использовании разных волн необходимо учитывать также эффекты, 

связанные с ахроматизмом оптических элементов. Если интерференционная 

картина меняет размер или пространственно сдвигается при изменении длины 

волны из-за влияния хроматических аберраций, результирующие фазовые 

значения могут иметь ошибки, вызванные неправильным выбором 

соответствующих точек в массивах исходных фаз. Небольшое влияние 

хроматических аберраций терпимо, но они не должны приводить к сдвигу полос 

или изменению размера интерферограммы более чем на одну измеряемую точку.  

 

5.3. Использование непрерывного изменения длины волны 

 

Существует метод нахождения абсолютных значений профиля объектов, 

который в отличие от традиционных способов позволяет анализировать объекты 

ступенчатого профиля [5]. Используя анализ в частотной области, можно 

определить макроскопический профиль объекта, выделяя центр частотной 

области, соответствующей объекту. Основу метода составляет непрерывное 

изменение длины волны когерентного диодного лазера, использующегося в 

качестве источника освещения. Значения оптического хода в опорном и 

объектном плечах интерферометра должны существенно отличаться.  

Управляя величиной тока источника питания, изменяем волновое число 

k=2/ лазера (-длина волны) линейно от времени t: 
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k(t) = t + (t)  ,                                                (5.11) 

 

где  - константа, и (t) представляет начальное значение волнового числа (0) 

плюс отклонение от идеальной линейности.  

Схема оптической установки с использованием непрерывного изменения 

длины волны показана на рис. 5.4. 

 

Рисунок 5.4. Схема интерферометра с использованием непрерывного изменения длины волны 

 

Основным свойством интерферометра является то, что значения оптического 

хода в опорном и объектном плечах существенно отличаются. Картину 

интерференции, зависящую от времени, можно описать следующей формулой 

I(x,y,t) = I0(x,y,t) {1+V(x,y,t) cos(2 k(t) l(x,y))} ,              (5.12) 

где I0(x,y,t) - средняя интенсивность, а V(x,y,t) - модуляция интенсивности, 

l(x,y) - полуразность оптического хода волн между опорной поверхностью и 
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точкой (x,y) поверхности. Как видно из рисунка, профиль поверхности h(x,y) 

определяется как 

h(x,y) = l(x,y) - l0 ,                                      (5.13) 

где l0 = l0(x0,y0) - константа, которая определяется полуразностью оптического 

хода волн между опорной поверхностью зеркала и какой-либо точкой (x0,y0) на 

объекте. Точка (x0,y0) задает нулевой уровень, относительно которого 

определяется профиль объекта. В l(x,y) входят как микроскопические 

неровности объекта, так и макроскопический профиль. Из (5.1) можно получить 

f0(x,y)  =  l(x,y) /   ,                                       (5.14) 

(x,y,t)   = 2 (t) l(x,y)                                       (5.15) 

и переписать (5.12) в виде  

I(x,y,t) = I0(x,y,t) {1+V(x,y,t) cos(2f0(x,y) t + (x,y,t) )},       (5.16) 

Из (5.16) видно, что несущая частота f0(x,y) зависит от профиля поверхности 

h(x,y). Используя анализ в частотной области, можно определить 

макроскопический профиль объекта, выделив центр частотной области, 

соответствующей объекту. 

Можно показать [5], что погрешность определения профиля определяется 

выражением 

h(x,y) = l(x,y) =  f0(x,y)/ ~ / k .                 (5.17) 

Диапазон изменения длины волны в диодных лазерах между модами менее 

1нм. В этом случае разрешение ограничено ~500 мкм.  

Основным достоинством такого интерферометра является отсутствие 

подвижных частей в оптической схеме и эффектов затенения при определении 

трехмерного профиля диффузных объектов. Однако точность метода невелика.  

 

5.4. Использование априорной информации о величине скачка 

 

Интерференционные методы обычно не используются для измерения 

волновых фронтов, которые имеют резкие скачки, превышающие по величине 
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половину длины волны. Наличие априорной информации о величине скачка 

позволяет применять интерференционные методики в случае одиночных скачков 

[10].  

Если грубое значение скачка может быть измерено с точностью не хуже 

половины длины волны, то с помощью интерференционных измерений имеется 

возможность найти уточненные значения в пределах от нуля до половины длины 

волны. Точные значения h определяются как 

 

h = h0 + n /2 ,                                             (5.18) 

 

где h0 - измеренный интерференционным способом профиль; n – целое число. 

Использование информации, полученной из других измерений, делает 

возможным выбор подходящей величины n. Эта ситуация показана на рис. 5.5.  

 

Рисунок 5.5. Применение интерферометрии для измерения поверхностей со скачкообразным 

профилем 

 

Способ использует интерференционную методику только для уточнения данных 

других измерений (например, результатов, полученных с помощью 

механических профилометров).  

 

5.5. Использование допущения о непрерывности производных 
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В большинстве случаев известно математическое уравнение, описывающее 

поверхность, близкую к исследуемой. С другой стороны, исследуемая 

поверхность или волновой фронт имеют высокую степень корреляции между 

соседними точками, т.е. не должно быть резких скачков или случайных 

изменений в интерферограмме оптической поверхности. Кроме того, 

поверхность или волновой фронт должны иметь непрерывные производные. 

Допущение о непрерывности производных есть математическое представление 

априорной информации о волновом фронте перед его исследованием. В этом 

случае можно выделить частоты выше частоты Найквиста. 

Данные, полученные с помощью обычной фазо-сдвигающей методики, 

являются первым приближением. Затем накладывается дополнительное 

требование, чтобы первая производная или наклон волновой поверхности не 

изменялись более чем на  в соседних точках. К полученным значениям 

добавляется 2 для определения единственного результата, удовлетворяющего 

этим условиям. Непрерывность первой производной предполагает ограничение 

максимума второй производной. Далее этот результат может корректироваться, 

если допустить, что вторая производная тоже непрерывна.  

Существует одно ограничение на форму волнового фронта, которое 

необходимо для практической реализации этого алгоритма. Для вычисления 

начальных величин производных необходимо, чтобы массив точек 

определенного размера был определен без искажений. Данные в этом массиве не 

должны отличаться более чем на . Блок 2х2 точки необходим для обеспечения 

непрерывности первой производной, 3х3 - для второй и т.д. Эти начальные 

точки могут автоматически определяться компьютером или указываться 

оператором. Они должны быть выбраны в области интерферограммы, где 

расположены низкочастотные и высоконтрастные полосы.  

Допущение о непрерывности производной позволяет восстанавливать 

волновой фронт по интерферограммам с ложными пространственными 

полосами. Диапазон измерений волнового фронта может быть в 2/G раза 

больше, чем в традиционной интерферометрии. Для примера, массив детекторов 
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100 на 100 точек с G=0.1 имеет тот же диапазон измерений асферики, что и 

массив из 2000 на 2000 точек при обычной методике. 

Таким образом, имеется возможность расширить диапазон измерений в 

существующих интерферометрах без изменения оптической схемы или замены 

фотодатчика. Так как G обычно меняется в пределах от 1/2 до 1, возможно 

улучшение в 2-4 раза.  

Более понятным этот метод становится из графического рассмотрения 

(рис. 5.6).  

 

Рисунок 5.6. Восстановление полной фазы с использованием допущения о непрерывности 

производной. 

Значения волнового фронта, определенные по модулю 2 показаны на 

рис. 5.6а. Полный волновой фронт может быть определен добавлением 2 к этим 

значениям так, чтобы значение фазы в каждой точке удовлетворяли следующим 

уравнениям 

niii  2 ,                                             (5.19) 

где i - номер точки; i  - фазы, измеренные по модулю 2; i  - полная фаза. Все 

возможные решения показаны на рис. 5.6б. Штриховая линия указывает 

действительные значения волнового фронта. Традиционный алгоритм выбирает 

значения из всех возможных так, чтобы они не превышали  между соседними 
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точками. Поскольку эти значения различаются на 2, выбирают ближайшее к 

предыдущей точке значение. Процесс становится неправильным, если 

действительное значение не является ближайшим. Это случается, если волновой 

фронт меняется более чем на  между точками. Эта ситуация показана на 

рис. 5.6в. Допущение о непрерывности первой производной устраняет ошибку. 

Выбор значений определяется минимизацией наклона между точками и 

сглаживает конечный результат (рис. 5.6г).  

 

5.6. Восстановление полной фазы с помощью целочисленного анализа 

 

В этом разделе рассмотрен новый метод, который позволяет резко увеличить 

диапазон измерений без потери точности. Метод основан на использовании 

серии измерений при различных ценах интерференционных полос. Цена полосы 

определяется разностью оптического хода волн, при которой 

интерференционные полосы меняются на период. Цена полосы может меняться 

при изменении угла между интерферирующими пучками, коэффициента 

пропускания среды или длины волны источника освещения.  

Использование метода без разработки специальных способов коррекции 

невозможно, поскольку при переходе от непрерывного множества измеряемых 

величин к целочисленным значениям возникают ошибки, учет которых 

традиционными методами анализа погрешностей невозможен. Поэтому описаны 

также способы коррекции ошибок при получении исходных данных. Для 

сокращения времени вычислений предложены быстрые алгоритмы коррекции, 

основанные на сведении n-ой задачи к одномерной. Возможности метода 

показаны на примере математического и экспериментального моделирования. 

 

5.6.1. Использование теоремы об остатках для расширения области фазовой 

однозначности 

 

Изменение фазы на 2 для волн с разными длинами происходит при 
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различных значениях оптической разности хода. Или, другими словами, одному 

и тому же расстоянию, проходимому разными волнами, соответствуют разные 

значения целого числа и дробного остатка периодов волн при различных длинах. 

С помощью интерференционных методов можно определить фазовые значения 

дробного остатка в пределах периода. При пересчете по полученным фазам 

можно определить оптические разности хода волн (ОРХ) только с точностью до 

длины волны. Добавляя к полученным результатам значения, кратные целым 

длинам волн, получим набор предполагаемых решений, каждое из которых 

соответствует одной из используемых волн. Если соответствующие одному и 

тому же пройденному расстоянию значения не совпадают, они отбрасываются. 

Только совпадающие для всех используемых волн значения ОРХ могут 

претендовать на роль действительных.  

Рассмотрим алгоритм восстановления полной фазы на примере фазовых 

измерений при двух волнах [11, 12]. Исходными данными являются результаты 

измерений одной и той же оптической разности хода при волнах с различными 

длинами (1 и 2). Пусть эти длины относятся между собой как 5 и 3. Поскольку 

результаты фазовых измерений определяются в каждой точке с точностью до 

периода соответствующей волны, для каждой из волн существует возможный 

набор решений, который состоит из вертикально расположенных точек, 

отстоящих друг от друга на длину волны (рис. 5.7). Совокупность значений, 

удовлетворяющих всем наборам, определяет область нахождения искомой ОРХ. 

На рисунке по горизонтальной оси расположены действительные значения 

разности хода, по вертикальной - значения, определяемые из фазовых 

измерений. Результатом измерений являются две пилообразные функции с 

периодами, соотносящимися между собой также, как и длины волн. 
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Рисунок 5.7. Определение оптической разности хода при измерениях с двумя волнами, длины которых 

относятся как 5 и 3. 

 

Действительным значением для каждой разности хода может быть любое из 

значений, отмеченное на графике «квадратом» и «плюсом». Поскольку 

результат при различных измерениях должен быть одинаковым, отбрасываются 

все несовпадающие значения. Видно, что значения, удовлетворяющие обоим 

наборам, все же повторяются с некоторым периодом. Но этот период больше, 

чем период каждой из пилообразных функций. Он и определяет диапазон 

однозначного измерения фазы.  

Можно составить таблицу решений, просчитав все возможные сочетания, но 

более удобно найти аналитическое решение, рассмотрев систему сравнений. 

Каждому целому числу отвечает определенный остаток от деления на целое 

положительное m, который называется модулем. Если двум целым числам a и b 

отвечает один и тот же остаток r, то они называются равноостаточными по 

модулю m. Сравнимость записывается как  

 

a   b (mod m) ,                                           (5.20) 

 

где знак () обозначает сравнение. 

Числа, сравнимые по модулю m, образуют класс чисел по модулю m. Любое 

число класса называется вычетом по модулю m. Вычет, равный самому остатку 

r, называется наименьшим неотрицательным вычетом. Взяв от каждого класса 
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по одному вычету, получим полную систему вычетов по модулю m. Чаще всего 

в качестве полной системы вычетов используют наименьшие неотрицательные 

вычеты 0, 1, ... , m-1. 

Рассмотрим систему сравнений первой степени с одним неизвестным:  

                                            x  b1 (mod m1 ) ,  

                                            x  b2 (mod m2)   ,  

. . .                                                               (5.21) 

                                            x  bk (mod mk)   . 

Если модули являются взаимно простыми числами, то в некотором диапазоне 

существует единственное решение. Найти это решение можно, 

воспользовавшись следующей теоремой, известной в теории целых чисел [13]. 

 

Теорема 1. Пусть числа Ms и Ns определены из условий m1m2 .  .  . mk = Ms ms, 

MsNs1 (mod ms) и пусть  

X0 =M1N1b1+M2N2b2+...+ MkNkbk.                              (5.22) 

Тогда совокупность значений X, удовлетворяющих системе сравнений (5.21), 

определяется сравнением 

X  X0(mod m1m1 .  .  . mk).                                        (5.23) 

Частный случай этой теоремы сформулирован китайским математиком Сунь 

Цю, поэтому часто эту теорему называют китайской теоремой об остатках [14]. 

Значения Ns можно найти с помощью обобщенного алгоритма Евклида. При 

заданных неотрицательных целых числах u и v этот алгоритм определяет вектор 

(u1,u2,u3), такой, что u1u+u2v=u3 = нод(u,v). Если u = Ms, v = ms, то 

нод(Ms,ms) = 1, поскольку они взаимно просты. В этом случае можно взять u1 в 

качестве Ns. (нод() - наибольший общий делитель). 

 

Приведем обобщенный алгоритм Евклида. 

1. Начальная установка. (u1,u2,u3)  (1,0,u), (v1,v2,v3)  (0,1,v). 
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2. Если v3=0, то алгоритм заканчивается. 

3. qu3/v3, (операция x - наибольшее целое число, не превосходящее x). 

4. (t1,t2,t3)     (u1,u2,u3) - (v1,v2,v3)·q, 

(u1,u2,u3)  (v1,v2,v3),  

(v1,v2,v3)  (t1,t2,t3). 

5. Перейти к шагу 2. 

 

Рассмотрим систему из двух сравнений с m1 = 53 и m2 = 63. Тогда M1 = 63, 

M2 = 53. Для нахождения N1 промежуточные шаги алгоритма показаны в 

таблице 5.2. 

Таблица 5.2 

Q u1 u2 u3 v1 v2 v3 

 1 0 63 0 1 53 

1 0 1 53 1 -1 10 

5 1 -1 10 -5 6 3 

3 -5 6 3 16 -19 1 

3 16 -19 1   0 

 

Таким образом, N1=16. Затем (таблица 5.3) находится N2. 

Таблица 5.3 

Q u1 u2 u3 v1 v2 v3 

 1 0 53 0 1 63 

0 0 1 63 1 0 53 

1 1 0 53 -1 1 10 

5 -1 1 10 6 -5 3 

3 6 -5 3 -19 16 1 

3 -19     0 

 

N2 = -19(mod63)=44. Таким образом решение системы имеет следующий вид 

 

X  63
.
16 b1+53

.
44 b2 mod(3339)  1008 b1+2332 b2 mod(3339) .    (5.24) 
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Диапазон, при котором решение единственно, определяется произведением 

m1m2…mk. Это следует из следующей теоремы [13]. 

 

Теорема 2. Если b1,b2,…,bk независимо друг от друга пробегают полные 

системы вычетов по модулям m1,m2,…,mk, то X0 пробегает полную систему 

вычетов по модулю, равному произведению m1 m2 … mk. 

 

Для нахождения полного оптического хода при использовании двух длин 

волн необходимо найти решение следующей целочисленной системы сравнений 

ОРХ  ОРХ1 (mod m1)                                     (5.25а) 

ОРХ  ОРХ2 (mod m2)  ,                                  (5.25б) 

где ОРХ1 и ОРХ2 - остатки от деления искомой разности хода на 

соответствующую длину волны; m1 и m2 - соответствующие каждой из волн 

целые взаимно простые числа. Они определяются из соотношения 

m2 1 = m1 2  .                                              (5.26)  

Допустим, что волне с длиной 1 ставится в соответствие целое число 5, 

волне с длиной 2 - число 3. По теореме об остатках область, в которой решение 

единственно, определяется произведением этих чисел, и решение имеет вид: 

ОРХ   6 ОРХ1 + 10 ОРХ2 (mod 15)   .               (5.27) 

Решение системы сравнений соответствует графикам, приведенным на рис. 5.8. 

Диапазон, в пределах которого достигается единственность решения, 

определяется выражением 

int = 1
.m2 = 2

.m1 .                                      (5.28) 

Пусть имеются две волны: 1 = 0.633мкм и 2 = 0.529мкм. Если точность 

измерений такова, что соответствующим периодам могут быть поставлены в 

соответствие целые взаимно простые числа с тремя десятичными знаками 

(m1 = 529, m2 = 633), то диапазон, в котором отсутствует фазовая 

неоднозначность, равен 334.857 мкм (529 полос с длиной 1 или 633 полосы с 
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периодом 2). 

 

5.6.2. Погрешности от неопределенности задания длины волны 

 

При использовании целочисленного метода, основанного на решении систем 

сравнений, необходима как можно более точная информация о соотношении 

двух длин волн. В действительности же имеется некоторая неопределенность, 

что приводит к быстрому накоплению ошибок при возрастании оптической 

разности хода между интерферирующими волнами. Пусть  - погрешность от 

неправильного определения длины волны . Тогда из выражения 

 

 n  >  /N  ,                                                 (5.29) 

  

где N - число уровней квантования, можно определить n – число периодов, на 

которых будет накоплена ошибка, превышающая один элемент разрешения [15]. 

При диапазоне измерения порядка 5 см для He-Ne лазера, n равно 10
5
. В этом 

случае отношение / должно быть 0.5.10
-7

 при 256 уровнях квантования. При 

использовании методов стабилизации частоты можно получить относительную 

стабильность частоты и, следовательно, степень монохроматичности порядка 

10
-12 
 10

-13
.  

Наиболее распространенные лазеры, используемые для интерференционных 

измерений, имеют длину когерентности 30  50 см и относительную 

стабильность частоты 10
-6 
 10

-7
. Такие лазеры можно применять для измерения 

оптической разности хода интерферирующих волновых полей с диапазоном в 

нескольких сантиметров, поскольку ошибка от нестабильности частоты лазера 

не превысит одного разряда при квантовании на 256 уровней.  

 

5.6.3. Коррекция ошибок 
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В силу специфики предложенного метода анализ ошибок имеет свои 

особенности, заключающиеся в том, что целочисленная арифметика требует 

безошибочных начальных данных. Даже небольшие погрешности в определении 

фазовых значений в пределах периода приводят к неверным результатам при 

нахождении полной фазы. 

В этом разделе описываются методы коррекции, которые позволяют 

преодолеть проблему неустойчивости решения. Эти методы основаны на 

искусственном ограничении возможного диапазона. 

Рассмотрим систему сравнений с m1=53 и m2=63. Решение системы имеет 

вид (5.24). Все решения системы приведены в табл.5.4. Видно, что даже в случае 

ошибки на единицу младшего разряда при измерении b1 или b2 результирующая 

ошибка при восстановлении полной фазы может быть весьма значительной. 

Оценим величину этой ошибки [16].  

Соседние значения, расположенные вдоль диагоналей, возрастают на 

единицу. Это следует из теоремы 3. 

 

Теорема 3. При равенстве остатков решением системы сравнений (4-2) 

является класс чисел по модулю, равному произведению m1m2 … mk, с 

вычетом, равным остатку.  

 

Таким образом, в массиве результатов числа меняются от 

0 до min(m1,m2,…,mk) по главной диагонали, затем последовательно возрастают 

по другим диагоналям. 

В табл. 5.4 показаны в порядке возрастания чисел первые десять диагоналей. 

Переход от одной диагонали к другой обозначен стрелками. Если существует 

некоторая погрешность в определении исходных данных, то находится заведомо 

неправильная величина полной фазы, поскольку соседние числа в таблице 

решений отличаются значительно. При одиночной ошибке (в определении 

единственной координаты bs) соседние числа по этой координате отличаются на 



 

 

 

378 

MsNs. Величина отличия вычисляется по модулю, равному произведению 

m1·m2 … ·mk. 

Однако, если искусственно ограничить максимальный диапазон возможных 

значений, то появляется возможность коррекции результатов при ошибочном 

определении исходных значений. Коррекция основана на рассмотрении 

окрестности точки, значение полной фазы в которой превышает выбранный 

диапазон. Нами показано, что если ограничить диапазон изменения результата 

некоторой произвольно выбранной величиной, то в окрестность каждой точки 

таблицы обязательно попадет точка, значение которой не превышает эту 

величину. Размер этой окрестности зависит от значений модулей и 

необходимого диапазона. 

 



 

 

 

 

Таблица 5.4. Таблица решений двух сравнений с модулями 53 и 63 
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Таким образом, если погрешность измерения по всем координатам 

одинакова и равна r, то вокруг истинного результата образуется окрестность с 

радиусом r, в которой расположены числа с заведомо неправильными 

значениями. Назовем эту область - окрестностью грубых промахов. 

Рассмотрим рис. 5.8. На нем показана часть таблицы решений, выделены 

диагонали, вдоль которых значения последовательно возрастают, вблизи точки 

C отмечена окрестность грубых промахов, числа из таблицы решений, 

попадающие в эту окрестность, показаны более крупно. 

 

Рисунок 5.8. Часть таблицы решений системы сравнений 

с модулями m1=53 и m2=63 

Если погрешность при определении начальных значений не превышает 

половины размера окрестности X1, X2, то появляется возможность 

компенсации ошибок. Для этого находится ближайшее в таблице допустимое 

число. Естественно, что ошибка, связанная с погрешностью измерения 

исходного значения, остается, но ошибка в определении результата не 

превышает этой погрешности. 

В табл. 5.4 и рис. 5.8 отмечены диагонали, на которых находятся 

допустимые значения при ограничении диапазона полной фазы величиной 300. 

При этом ограничении минимальное расстояние между диагоналями равно 10. 

Вокруг каждого числа, попадающего в диапазон, образуется окрестность с 

размером X = 5, состоящая из чисел, превышающих этот диапазон. Таким 

образом, если абсолютная ошибка при определении bi не превышает 5, то для 

рассматриваемого случая она может быть скомпенсирована.  

Для коррекции ошибочных значений можно предложить следующий 
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алгоритм [17]. По координатам точки (b1,b2, ,..., bk) находим решение системы 

сравнений. Если это значение не попадает в выбранный диапазон, находим все 

решения последовательно в m-ом кубе с центром в начальной точке. Размер 

куба на каждом шаге возрастает на единицу. Этот процесс повторяем до тех 

пор, пока не найдем точку с координатами (x1,x2, ,..., xk), для которой решение 

попадает в заданный диапазон. Очевидно, что максимальный размер куба не 

превысит размера окрестности грубых промахов. Видно, что для одного 

вычисления необходимы k - умножений и k - сложений, где k - число модулей, и 

одна операция взятия по модулю. Максимальное число таких операций r
k
, где 

r - размер окрестности. 

Использование алгоритмов восстановления решений системы сравнений, 

основанных на табличном представлении, позволяет значительно увеличить 

скорость вычислений. Рассмотрим выражение для определения системы 

сравнений с тремя взаимно простыми модулями 

 

X  M1N1b1 + M2N2b2 + M3N3b3 (mod m1m2m3).                  (5.30) 

 

Операцию умножения можно устранить, если хранить три массива  

AS1[i] = M1N1i , i=0, ... , b1-1 ;  

AS2[i] = M2N2i , i=0, ... , b2-1 ;                                  (5.31) 

AS3[i] = M3N3i , i=0, ... , b3-1 . 

Если взятие модуля осуществлять через вычитание, то количество операций 

будет существенно зависеть от числа знаков, с которым определены модули. 

Рассмотрим выражения для решения систем из трех сравнений со значениями 

модулей (m1=5, m2=6, m3=7), (m1=53, m2=63, m3=73), (m1=531, m2=631, m3=731) 

соответственно: 

X  126b1+175b2+120b3(mod 210),                                              (5.32) 

X  101178b1+65773b2+76797b3(mod 243747),                          (5.33) 

X  81181936b1+227074188b2+1816030623(mod 244929891).  (5.34) 
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Для уравнения (5.32) для одной операции взятия модуля в точке таблицы в 

среднем требуется 4,5 операции сравнения и столько же операций вычитания, 

для (5.33) - 30 операций и для (5.34) - 648 операций сравнения и 648 операций 

вычитания. Значения массивов и произведения модулей хранятся не в целом 

виде, так как число знаков может превышать число возможных знаков 

целочисленной переменной. Поэтому время затраченное на такие операции, 

значительно. Кроме того, число операций резко растет при увеличении числа 

значащих знаков при задании модулей. В этом случае время вычислений 

определяется в основном операциями взятия модуля.  

Число этих операций можно сократить, если воспользоваться следующим 

свойством сравнений [13]: 

a1+a2+a3(mod m) = a1(mod m)+a2(mod m)+a3(mod m)  .       (5.35) 

Если массивы (5.31) хранить в следующем виде: 

AS1[i]= M1N1i (mod m1m2m3), i=0, ... , b1-1 , 

AS2[i]= M2N2i (mod m1m2m3), i=0, ... , b2-1 ,                       (5.36) 

AS3[i]= M3N3i (mod m1m2m3), i=0, ... , b3-1 , 

то при вычислении по формуле (5.35) число сравнений и вычитаний не 

превысит трех.  

Если k - число модулей, то для вычисления в одной точке необходимо k -

выборок из массива, k -сложений, k - быстрых операций сравнения и вычитания 

для взятия модуля. Эти операции необходимо провести в r
k
 точках окрестности, 

где r - размер окрестности грубых промахов. Если учесть, что обычно поле фаз 

имеет размер 512 х 512 точек, то число вычислительных операций при 

коррекции каждой точки в таблице решений размерности k очень велико. 

Поэтому использование прямого перебора точек для окрестности грубых сбоев 

не рационально. 

Нами разработаны несколько быстрых алгоритмов, применение которых 

позволяет значительно сократить время вычислений. Первый алгоритм основан 

на сведении k-мерной задачи к (k-1)-мерной. Анализ окрестности для 

двумерного случая заменяется анализом значений, расположенных на 
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некоторой прямой (рис. 5.9). 

 

Рисунок 5.9. Схема быстрого алгоритма коррекции, основанного на понижении размерности 

области перебора 

 

Пусть X0 - точка с координатами (b1,b2), для которой решение системы 

сравнений не попадает в заданный диапазон. Выберем произвольную 

координату и с последовательно увеличивающимся шагом 1,2, ... будем 

анализировать точки слева и справа от X0. После нахождения точки решение 

системы сравнений которой попадает в заданной диапазон (например, X2), 

производится уточнение. Для этого, находится координата точки Xr, которая 

лежит на расстоянии R/2 вниз, если найденное значение справа, или вверх по 

допустимой диагонали, если найденной значение слева от точки X0. 

Вместо поиска значений в трехмерном кубе используется анализ в одной из 

выбранных плоскостей (рис. 5.10). Для k-мерного случая поиск производится на 

(k-1)-ом кубе. На рисунке X2 ближайшая точка, которая принадлежит 

допустимой диагонали. 

В этом алгоритме для каждой точки необходима одна операция сложения 

или вычитания и одна операция взятия по модулю. Максимальное число таких 

операций r
k-1

. 
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Рисунок 5.10. Схема быстрого алгоритма для трех модулей 

 

Дальнейшее сокращение операций возможно, если заметить, что все 

попадающие в заданный диапазон числа будут лежать на диагоналях, которые 

начинаются с допустимых значений в нулевой строке или нулевом столбце. На 

главной диагонали числа в таблице решений последовательно возрастают на 

единицу. Последовательно вычитая по единице из координат (b1, b2), находим 

пересечение с нулевой строкой или столбцом. Затем определяем ближайшее 

допустимое значение в строке или столбце. Добавляя вычтенную величину, 

получаем результирующее значение. Для восстановления всех чисел таблицы 

необходимо хранить два одномерных массива размерностью m1 и m2 

соответственно. В этих массивах значения между допустимыми точками 

заполняются ближайшей допустимой величиной. 

Для системы сравнений, решения которых приведены в табл. 5.4, 

необходимо найти допустимые значения в нулевой строке и нулевом столбце. 

Для этого найдем все x, попадающие в диапазон, решая сравнение, которое 

получается из (5.34) при b2 = 0: 

1008 b1  x (mod 3339) .                                  (5.37) 

Для нахождения минимального расстояния между допустимыми диагоналями 

по столбцу используем следующее сравнение: 

2332b2  x (mod 3339) .                                   (5.38) 

Существует способ нахождения допустимых значений в нулевых строках и 
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столбцах, основанный на теории непрерывных дробей [12]. 

Схема второго быстрого алгоритма показана на рис. 5.11. Пусть X0 точка с 

координатами (b1, b2), для которой решение системы сравнений не попадает в 

заданный диапазон. Необходимо найти ближайшую к ней точку Xr, решение в 

которой заведомо попадает в этот диапазон. Для этого необходимо: 

1. Найти X1 - точку пересечения с осью 0 b1 или с осью 0 b2 , в зависимости 

от соотношения между координатами. Если больше первая координата, то 

координаты точки X0 (b1-b2,0), в противоположном случае (0,b2-b1). 

2. Найти координаты ближайшего к X0 допустимого (входящего в 

допустимый диапазон) значения i
jb . Для этого в компьютере хранятся 

массивы координат допустимых значений для каждого из модулей, 

отсортированные в порядке возрастания. Нахождение координат 

заключается в выборке этих координат из массива.  

3. Найти координаты допустимого значения Xr. Для этого находится точка 

X2, решение в которой удовлетворяет ограничению, поскольку она лежит 

на допустимой диагонали. Затем для нахождения более точного значения 

добавляется или вычитается R/2 в зависимости от того, где расположена 

ближайшая допустимая диагональ слева или справа от X0, где 

R - расстояние между X1 и координатой допустимой точки i
jb . 

 

 

Рисунок 5.11. Схема быстрого алгоритма, основанного на использовании массивов 
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допустимых значений в нулевой строке и столбце 

 

Этот алгоритм позволяет достичь очень высокого быстродействия. В нем не 

используется операция взятия по модулю. Единственными операциями 

являются операции вычитания, сложения, сравнения для сортировки остатков 

по возрастанию и выборки из одномерных массивов допустимых значений. Для 

каждой точки необходимо k - вычитаний, k - операций сравнений для 

определения минимального значения координаты точки, одна операция 

выборки из массива и k - сложений для нахождения результирующего значения. 

Однако существует возможность достижения еще большего 

быстродействия. Если непрерывно соединить продолжения диагоналей при 

последовательном возрастании чисел, можно заметить, что при склейке верхней 

и нижней горизонтальных строк и левого и правого столбцов образуется тор 

(рис. 5.12).  

 

Рисунок 5.12. Тор, образующийся в результате склейки таблицы решений. 

 

Числа расположены на пересечении меридианов и параллелей. Видно, что 

числа последовательно возрастают по спирали, нанесенной на поверхность тора 

(рис. 5.13). Спираль покрывает всю поверхность тора. Если ограничить число ее 

витков, то соседние витки будут находиться на некотором расстоянии друг от 

друга. На рис. 5.13 показано расположение допустимых значений на 

поверхности тора. Эти значения приведены в табл. 5.4. 
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Рис.5.13. Расположение чисел на первых десяти допустимых диагоналях в таблице решений  

 

Если некоторая точка на поверхности тора не принадлежит спирали, то 

вероятно, что правильное значение находится на ближайшем к ней витке. В 

этом случае задача сводится к одномерной. Это следует из следующих 

соображений. 

Разрежем тор вдоль одного из своих меридианов. Тогда он превращается в 

круговой цилиндр с двумя краевыми окружностями. Закрепим неподвижно 

одну окружность и станем закручивать цилиндр вокруг себя так, чтобы вторая 

окружность сделала k - оборотов. Всякая прямолинейная образующая цилиндра 

при этом обратится в винтовую линию, обходящую ось цилиндра k - раз. Если 

снова склеить оба края, то получим топологическое отображение тора на самого 

себя. При таком отображении тора параллели тора превратились в 

винтообразные кривые и наоборот (Д.Гильберт [18]). Таким образом, задачу 

поиска ближайшего подходящего значения на допустимых диагоналях можно 

заменить задачей нахождения ближайшего значения на линиях 

перпендикулярных к сторонам таблицы решений. 

В этом случае задача нахождения ближайшего допустимого значения 

сводится к одномерной. Алгоритм состоит из двух частей. Находим 

пересечение спирали, проходящей через точку (b1,b2,...,bk), с образующей 

окружностью тора при b2 = 0, ..., bk = 0. Определяем ближайшее допустимое 

значение на этой окружности. Затем, добавляя число пройденных целых витков 

и часть неполного витка, определяем допустимое значение в точке. 



 294 

Схема третьего быстрого алгоритма для системы двух сравнений показана 

на рис. 5.14. 

 

Рисунок 5.14. Схема быстрого алгоритма нахождения системы сравнений сведением к 

одномерной задаче для двух модулей 

 

Алгоритм состоит из следующих шагов:  

-для координаты (b1, b2) находится индекс i = b1-b2 , это значение может 

быть и отрицательным; 

-производится выборка из массива допустимых значений; 

-для нахождения действительного значения к найденному допустимому 

значению добавляется b2 ; 

-производится уточнение. 

В этом алгоритме отсутствует операция сравнения для определения 

источника выборки. Вместо выборки из нулевой строки или нулевого столбца 

производится выборка из одного одномерного массива. Для этого используется 

продолжение массива допустимых значений в нулевой строке на отрицательные 

значения индексов. Если используются два модуля m1 и m2, то общий размер 

одномерного массива допустимых значений m1 + m2. 

Рассмотрим трехмерный случай. Числа в массиве решений располагаются на 

поверхности тора. Поэтому, если диагональ в каком-либо сечении упрется в 

левый край, то в следующем сечении она продолжится с крайней правой 

позиции. Если диагональ дойдет до верхней плоскости, она продолжится на 
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нижней. Это похоже на обороты спирали на поверхности тора для двумерного 

случая. 

Рассмотрим рис. 5.15, на котором показаны решения для набора из трех 

модулей m1 = 3, m2 = 4, m3 = 5. При этом наборе модулей решение может быть 

записано в следующем виде: 

X  40 b1 + 45 b2 + 36 b3 mod(60) .                           (5.39) 

 

 

Рисунок 5.15. Решения для набора модулей m1 = 3, m2 = 4, m3 = 5 

 

На рисунке выделены значения, расположенные на одной из диагоналей, 

которая начинается в точке b1 = 2, b2 = 3, b3 = 2 со значения 47. Видно, что 

диагонали могут заканчиваться не обязательно на гранях, но и в любой другой 

точке плоскости. Выбранная диагональ заканчивается на плоскости b3 = 0 в 

точке b1 = 0, b2 = 1 со значением 45. Можно заметить, что поскольку диагональ 

располагается на поверхности тора, продолжение ее находится в плоскости 

b3 = 4 в точке b1 = 2, b2 = 0 со значением 44. 
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Рассмотрим другую диагональ, которая заканчивается в точке b1 = 1, b2 = 2, 

b3 = 0 со значением 10. Ее продолжение - на плоскости b3 = 4 в точке b1 = 0, 

b2 = 1, далее - в плоскости b3 = 3 в точке b1 = 2, b2 = 0. 

Итак, если каким-либо образом, найти значения в m3 строках при b2=0, то 

после выборки из соответствующего массива, исходное значение определяется 

простым сложением с начальной координатой b2. Номер массива i определяется 

как b3-b2 mod(m3). Индекс j элемента внутри массива равен b1-b2 mod(m1). 

Для сведения задачи к одномерной рассмотрим рис.5.16, где показано 

сечение таблицы решений при b2 = 0. Видно, что числа, расположенные по 

отмеченным диагоналям (снизу-вверх, слева-направо), отличаются на величину, 

определяемую разностью коэффициентов в выражении для решений системы 

сравнений. Для рассматриваемого случая решение системы определяется 

выражением (5.39). Коэффициент при b3 равен M3N3 = 36, при b1 - M1N1=40. 

Разность коэффициентов s = (M1N1-M3N3) = 4.  

 

Рисунок 5.16. Расположение чисел в таблице решений при b2 = 0 

 

Для восстановления всех значений в этом сечении достаточно хранить 

только один массив AX размером m1, в котором записаны решения системы при 

b3 = 0, b2 = 0. Координата начального значения в этом массиве определяется 
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как j1 = i+j mod(m1).  

Для нахождения значения в строке b3=i производится выборка элемента j1 

из начального массива и вычитается из него величина i·s. Для устранения 

операции умножения хранится массив AS размером m3 со значениями 0, 1s, 2s, 

... (m3 - 1)s.  

Таким образом, для определения значения некоторого элемента в таблице 

решений для трех взаимно простых модулей в точке с координатами b1,b2,b3  

необходимо: 

1) определить i = b3 - b2 mod(m3); 

2) определить j = b1 - b2 mod(m1); 

3) определить j1 = i + j mod(m1); 

4) искомое значение элемента равно X = AX[j1] + AS[i] + b2. 

В п. 1-3 требуется производить операции вычитания, сложения и 

нахождения модуля. Операция нахождения модуля в этом случае состоит из 

нескольких простых операций, которые эффективно выполняются с помощью 

базовых команд любого компьютера. 

Для распространения этого алгоритма на многомерный случай более удобна 

модификация алгоритма, при которой рассматриваются числа, расположенные 

на диагоналях, проходящих снизу-вверх, справа-налево (рис. 5.16): 

1) определить i = b2 - b3 mod(m2); 

2) определить j = b1 - b3 mod(m1); 

3) определить j1 = i - j mod(m1); 

4) X = AX[j1] + ASP[i] + b3 mod(m1m2m3). 

ASP - массив размером m2 со значениями i-го элемента 

i (M1N1+M2N2)mod(m1m2m3), где i=0,1, ..., m2-1. В этом случае в п. 4 

добавляется операция взятия по модулю, которая сводится всего лишь к одной 

операции сравнения и, может быть, к одной операции вычитания. 
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Многомерный алгоритм 

1. v1,1=b1-bk mod(m1); v2,1=b2-bk mod(m2); ...; vk-1,1=bk-1-bk mod(mk-1); 

2. v1,2=v1,1-vk-1,1 mod(m1); v2,2=v2,1-vk-1,1 mod(m2); ...; vk-2,2= 

vk-2,1-vk-1,1 mod(mk-2); 

s=s + (M1N1+M2N2+...+Mk-1Nk-1) vk-1,1 mod(m1 m2 ... mk); 

3. v1,3=v1,2-vk-2,2 mod(m1); v2,3=v2,2-vk-2,2 mod(m2); ...; vk-3,2= 

vk-3,2-vk-2,2 mod(mk-3); 

s=s + ( M1N1+M2N2+...+Mk-2Nk-2) vk-2,2 mod(m1 m2 ... mk); 

. . . 

k-1. v1, k-1=v1,k-2-v2,k-2 mod(m1); 

s=s + ( M1N1+M2N2) v2,k-2 mod(m1 m2 ... mk); 

k. X=AX[v1,k-1]+s+ bk mod(m1 m2 ... mk). 

 

В предложенном алгоритме вместо r
k
 точек окрестности можно проводить 

анализ одной точки. Это позволяет на несколько порядков увеличить 

быстродействие при решении систем сравнений. 

Максимальный диапазон, при котором удается устранить фазовую 

неоднозначность, определяется абсолютной величиной используемых модулей 

и числом исходных измерений. Чем точнее известны значения модулей, тем в 

большем диапазоне можно восстановить фазу. Поскольку длина волны 

когерентного излучения может задаваться с достаточной точностью, методы 

основанные на использовании источника освещения с переменной длиной 

волны, являются предпочтительными для задания необходимой цены полосы. 

Необходимость коррекции ошибочных результатов приводит к уменьшению 

максимально возможного диапазона.  

Для восстановления полной фазы размер окрестности грубых промахов 

должен соответствовать погрешности при измерении исходных данных (чем 

больше погрешность, тем больше должен быть размер окрестности). Например, 

для m1=53, m2=63 и окрестности с размером r=10 возможна ошибка при 
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измерении значений 5. Это соответствует допустимой относительной ошибке 

при измерении оптической разности хода в пределах длины волны ~7%. В этом 

случае диапазон - 5 периодов (вместо возможных 53). 

При m1=531, m2=631 и r=30 допустимая ошибка в определении исходных 

данных ~2.3%, диапазон - около 19 периодов. При тех же модулях и r=7 

возможная ошибка порядка 0.5%, диапазон - около 80 периодов. 

Для трех модулей: m1=53, m2=63, m3=73 при размере окрестности 10, 

допустимая ошибка порядка 6.8%, а диапазон 250 периодов. 

При m1=531, m2=631, m3=731 допустимая ошибка порядка 4%, а диапазон 

2600 периодов. При цене полосы 0.5 мкм максимальный диапазон оптического 

хода волн, который может быть измерен в этом случае, составит более 1.3 мм. 

При этом погрешность измерений не должна превышать /25. 

Целочисленный метод устранения фазовой неоднозначности значительно 

расширяет область фазовой однозначности. При этом увеличение 

динамического диапазона не приводит к уменьшению точности. Метод не 

налагает дополнительных ограничений на вид фазового поля и может 

использоваться при анализе волновых фронтов, значительно отличающихся от 

опорных. Становится возможным применение интерференционных методик для 

анализа волновых фронтов, отраженных от объектов с диффузной 

поверхностью, что позволяет разрабатывать измерительные системы с 

характеристиками, необходимыми для практического измерения деталей в 

процессе производства без предварительной шлифовки. 

Результирующие алгоритмы, легко автоматизируются, позволяют 

обеспечить динамический диапазон измерений до сотен длин волн без потери 

точности. 
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Глава 6 

 

АВТОМАТИЗИРОВАННЫЕ ИНТЕРФЕРЕНЦИОННЫЕ ИЗМЕРИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 

 

Интерференционные картины содержат очень большой объем 

информации, который должен быть обработан и расшифрован для получения 

количественных оценок. Для анализа результатов в реальном времени 

необходимы интерференционные информационно-измерительные системы, в 

задачу которых входит получение информации, ее преобразование, 

обработка и расшифровка, а также представление результатов в 

соответствующем виде.  

 

6.1. Структура автоматизированной интерференционной 

системы 

 

Особенностью когерентно-оптических измерительных систем является их 

гибридный характер. Интерференционные измерительные системы состоят 

из источника когерентного излучения (лазера), оптической установки 

(интерферометра), устройства ввода оптических изображений в компьютер, и 

собственно компьютера с набором периферийных устройств. Компьютер в 

подобных системах выполняет функцию сбора и обработки информации 

[14]. Процессы  преобразования представлены на рис. 6.1 [5]. 

 

Рис. 6.1. Преобразование информации в интерференционных измерительных системах 

Здесь ),( yxU  – поле перемещений по поверхности объекта; ),( yxФ  – 

разность фаз отраженного от объекта и эталонного волновых фронтов; I(x,y) 

– поле яркости интерферограммы; D(x,y) – поле почернения фотоматериала 
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промежуточного носителя; ),( nmI


 – цифровой образ поля яркости 

интерферограммы; (m,n) – цифровой образ фазовых искажений, полученный 

при расшифровке интерферограммы; ),( nmU  – цифровой образ поля 

перемещений. 

Процесс преобразования оптической информации в когерентно-

оптических системах требует реализации операций, имеющих разную 

физическую природу и  сложные взаимосвязи, содержит большой объем 

информации, причем к  отдельным звеньям процесса часто предъявляются 

взаимоисключающие требования. Поэтому при создании и автоматизации 

когерентно-оптических систем необходима оптимизация, как основных ее 

элементов, так и всей системы в целом. Сложность этих задач очень высока. 

Рассмотрим алгоритмы, которые позволяют при сохранении высоких 

точности и эффективности полностью автоматизировать  процесс измерения, 

используя компьютер и для управления параметрами оптической установки. 

Процесс преобразования информации, происходящий в этом случае, показан 

на рис. 6.2.  

 

 

Рис.6.2. Преобразование информации в автоматизированных 

интерференционных измерительных системах 

 

Основными отличиями этой схемы являются отсутствие промежуточных 

фотоносителей, а также управление параметрами интерферометра, 

используемого для преобразования поля измеряемых величин в 
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интерференционную картину. В настоящее время устройства оцифровки и 

ввода оптической информации в компьютер обладают более низким 

пространственным разрешением, чем традиционные фотоматериалы, 

поэтому необходима разработка специальных методов и алгоритмов 

расшифровки, не использующих информацию о пространственном 

распределении фазового поля. Такие алгоритмы основаны на использовании 

двух видов управляющих воздействий: изменения фазы в опорном пучке 

интерферометра и изменения цены полосы интерференционной картины. Для 

однозначного определения фазовых значений необходимы три или более 

линейно независимых уравнения. Независимость переменных, входящих в 

основное интерференционное уравнение, может быть достигнуто 

использованием аттенюатора (линейно зависимый элемент) и 

фазосдвигающего элемента (линейно независимый) [6]. Рассмотренные в 

данной работе алгоритмы расшифровки, основаны на достижении линейной 

независимости с помощью управляемого изменения фаз между опорным и 

объектным пучками. 

Для автоматического расширения диапазона измерений можно изменять 

угол между интерферирующими пучками, коэффициент пропускания 

жидкости или газа, в который помещают объект. Однако наиболее точным 

способом является изменение длины волны источника освещения. 

Рассмотрим основные части автоматизированных интерференционных 

измерительных систем:  

 

6.1.1. Основные схемы интерферометров 

 

Следует отметить, что излучение двух различных источников оптического 

диапазона в общем случае не когерентно и поэтому при их сложении 

интерференционная картина, как правило, не наблюдается. Поэтому пучок света с 

помощью того или иного устройства пространственно разделяется на два или 

большее число когерентных лучей, которые проходят различные оптические пути, 
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а затем сводятся вместе. Наиболее часто используются интерферометры Ньютона, 

Физо и Тваймана–Грина. Оптические схемы этих интерферометров используются 

также в современных голографических и спекл–интерференционных системах. 

Наиболее подробно схемы интерферометров для оптического контроля описаны 

в [2]. 

 

Интерферометр Ньютона 

 

Интерферометр Ньютона содержит две оптические полированные 

поверхности, находящиеся в контакте и освещенные монохроматическим светом. 

Одна из поверхностей эталонная, другая должна соответствовать сфере 

противоположного знака. В этих условиях воздушный зазор обычно равен 

нескольким длинами световой волны. Контроль оптических элементов в 

различных схемах интерферометра Ньютона заключается в определении 

величины зазора путем подсчета и интерпретации интерференционных колец. 

Наиболее часто интерферометр Ньютона применяется для контроля плоских 

поверхностей и контроля поверхностей небольших линз во время их полирования. 

Эталонные поверхности пробного стекла могут быть и асферическими. Их 

используют, как правило, при изготовлении выпуклых асферик, так как вогнутую 

поверхность изготовить и проконтролировать легче. 

Наиболее простой вид установки для наблюдения колец Ньютона в 

производственных условиях показан на рис. 6.3. С ее помощью можно 

контролировать плоские и сферические поверхности с большими радиусами 

кривизны. Тяжелые объекты деформируют поверхность пробного стекла, при 

этом точность измерений снижается, поэтому их контролируют, помещая эталон 

сверху. Рассмотрим, что происходит, когда две идеальные оптические плоскости 

контактируют друг с другом так, что между ними образуется небольшой 

воздушный клин. Обычно толщина воздушного зазора даже при нажатии на край 

детали не равна нулю. Поэтому можно представить две плоскости, как 

сходящиеся линии пересечения (рис.6.3). 
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Рис.6.3. Простое устройство для получения полос Ньютона: 
1–контролируемая поверхность; 2–пробная поверхность; 3–линия контакта поверхностей; 

4–светоделитель; 5–монохроматический источник света; 6–глаз наблюдателя 

 

Пусть монохроматический свет с длиной волны  падает на оптические 

плоскости под прямым углом. Если  угол клина между плоскостями, то 

воздушный зазор на расстоянии x от линии их пересечения равен x, а разность 

оптического хода 2x. При этом  разность оптического хода увеличивается на /2 

из-за дополнительного набега фазы на  при отражении света от нижней 

плоскости. Таким образом, разность оптического хода на расстоянии x от точки 

пересечения равна 2x+/2 и, темные интерференционные полосы формируются 

при условии 

 

2x=n, 

а светлые, когда  

 

2x+/2=n, 
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где n – целочисленный множитель. Каждое уравнение описывает систему 

равноудаленных друг от друга прямых полос. Расстояние между яркими или 

темными полосами d определяется как  

 

d = /(2). 

 

Рассмотрим теперь вид полос, когда эталонная поверхность плоская, а 

контролируемая нет. Такая ситуация встречается при полировании плоскости, 

представляющую на первых этапах обработки сферическую поверхность с 

большим радиусом кривизны. В процессе обработки ее периодически 

контролируют плоским эталонным стеклом. Рассмотрим сферическую 

поверхность большого радиуса кривизны R, находящуюся в контакте с 

оптической плоскостью. Пусть x – расстояние от центра симметрии. Разность 

оптического хода выражается как x
2
/R+/2, а положение темных полос 

определяется как 

 

x
2
/R = n. 

 

Следовательно, расстояние n–й темной полосы от центра 

 

 nRxn , 

 

расстояние между (n+1) и n–ой полосами  

)1(1 nnRxx nn   

 

и соответственно между (n+2) и n–й полосами 

 

)12(12   nnRxx nn . 

 



 307 

Отношения расстояний между соседними полосами  

 

)2/(11)/()( 121 nxxxx nnnn   . 

 

Таким образом, когда мы смотрим на полосы с большим порядковым номером, 

кажется, что они расположены на почти одинаковом расстоянии друг от друга. 

Поэтому при контроле формы поверхности необходимо передвигать пластины 

так, чтобы видеть полосы с небольшими значениями n. Необходимо также знать, 

является ли контролируемая поверхность выпуклой или вогнутой. Это можно 

установить нажатием на край верхней плоскости. Если поверхность выпуклая, 

центр системы полос передвигается к точке нажатия, и наоборот. При втором 

способе нажимают на верхнюю поверхность в центре системы полос. Если 

поверхность выпуклая, диаметр колец увеличивается и наоборот. Обычно 

оптические поверхности изготавливают с точностью 2…/100. Визуальным 

наблюдением на интерферометре Ньютона можно определить максимальное 

отклонение от плоскостности с погрешностью  порядка /10. 

 

Интерферометр Физо 

 

В 1851 году Физо поставил интерференционный измерительный эксперимент, 

который Майкельсон назвал одним из самых остроумных опытов, когда-либо 

произведенных в физике. Решалась задача о влиянии движения среды на скорость 

распространения света. В интерферометре Физо (рис.6.4) свет от источника S 

проходил через две полутораметровые трубки T, по которым со скоростью 

нескольких метров в секунду пропускалась вода. Зеркало M отражало лучи так, 

чтобы они менялись местами, и через те же трубки возвращалась назад, и 

интерферировали в области O. Так как оба луча проходили один и тот же путь, то 

нестабильность его оптических характеристик не влияет на смещение 

интерференционных полос. Это смещение определяется только скоростью воды, 

поскольку один луч двигался по течению, а другой – против течения. Опыт 
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показал, что свет частично увлекается движущейся средой. Коэффициент 

увлечения света движущейся средой, предложенный Физо, получается из 

релятивистской формулы сложения скоростей. 

 

 

 

Рис. 6.4. Интерферометр Физо. 

 

Интерферометр Физо позволяет получить интерференционную картину при 

значительно большем воздушном зазоре, чем интерферометр Ньютона. При этом 

повышаются требования к системе освещения, поэтому в интерферометре Физо 

необходима коллимирующая система. Этот тип интерферометров наиболее часто 

встречается в измерительных системах для контроля оптических поверхностей. 

Рассмотрим интерферометр Физо, в котором в качестве источника света 

используют лазер (рис.6.5). 

 

1–устройство регистрации. 

2–фотообъектив. 

3–микрообъектив. 

4–пространственный 

фильтр (точечная 

диафрагма) 

5,6–светоделитель. 

7–отрицательная линза 

8–эталонная плоскость. 

9–контролируемая 

плоскость. 

10–объектив коллиматора. 

11–матовый экран для 

наблюдения полос. 

 

Рис.6.5. Лазерный интерферометр Физо для контроля плоских поверхностей 
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На рис. 6.6 показана схема отечественного промышленного интерферометра 

ИТ-200. Этот интерферометр предназначен для оценки качества плоских 

поверхностей оптических деталей и узлов с диаметром до 200 мм. 

 

 

1–монохроматический 

источник света 

2–конденсор 

3–интерференционный 

светофильтр 

4–диафрагма 

5–объектив 

6–призма 

7–сферическое зеркало 

8–образцовая пластина 

9–контролируемая деталь 

10,11,12,13–зрительная 

труба 

14–зеркало 

15–объектив 

16–фотокамера 

17–плоскопараллельная 

пластина 

Рис. 6.6. Оптическая схема интерферометра ИТ-200 

 

Входной зрачок зрительной трубы находится на грани призмы 6. При 

включенном зеркале 14 интерференционная картина, локализованная на 

эталонной поверхности образцовой пластины, может быть сфотографирована с 

помощью объектива 15 на фотокамеру 16. При включенной плоскопараллельной 

пластине 17 в окуляр рассматриваются изображения входной диафрагмы 

интерферометра. 

 

Интерферометры Майкельсона и  Тваймана–Грина 

 

В конце XIX – начале XX века Альберт Майкельсон в поисках "эфирного 

ветра" изобрел интерферометр, показанный на рис. 6.7. В физике конца 19 века 

предполагалось, что свет распространяется в некоторой универсальной среде – 

эфире. При этом ряд явлений, например опыт Физо, приводил к заключению, что 

эфир неподвижен или частично увлекается телами при их движении. Согласно 

гипотезе неподвижного эфира, можно наблюдать "эфирный ветер" при движении 

Земли сквозь эфир, и скорость света по отношении к Земле должна зависеть от 
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направления светового луча относительно направления ее движения в эфире. Луч 

от источника S светоделительной пластинкой A делится пополам в двух взаимно 

перпендикулярных направлениях. Отразившись от зеркал M1 и M2, оба луча 

интерферируют в направлении O. Пластинка B вводится для того, чтобы пути 

обоих лучей были одинаковыми. 

 

Рис.6.7. Интерферометр Майкельсона 

 

Если расположить интерферометр так, чтобы направление одного луча 

совпадает с вектором скорости вращения Земли вокруг Солнца (30 км/с), другое – 

перпендикулярно ему, то различное время прохождения лучей должно привести к 

разности их хода и смещению интерференционных полос. Если эфир неподвижен, 

то при повороте прибора на 90
о
 разность хода лучей должна менять знак. 

Результаты были отрицательными, и Майкельсон вынужден был сделать вывод, 

что гипотеза покоящегося эфира ошибочна. 

Интерферометр Тваймана–Грина является модификацией интерферометра 

Майкельсона. Он был предложен и запатентован Твайманом и Грином в 1919г. 

для контроля призм и микрообъективов. На рис. 6.8 представлена одна из 

типовых схем. 
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S – источник света; 

A – делитель светового пучка; 

B – компенсатор; 

O – глаз наблюдателя; 

M1 и M2 – зеркала; 

L1 и L2 – объективы 

 

Рис.6.8. Интерферометр Тваймана-Грина 

 

Пучок света от монохроматического точечного источника света 

коллимируется объективом L1 для создания плоского волнового фронта, который 

затем разделяется светоделителем на две части. Отразившись от зеркал M1 и M2, 

лучи сходятся на полупрозрачной поверхности 1 и образуют две 

интерференционные картины. Одна картина направляется к объективу L2, другая 

возвращается к источнику света. Апертура объектива L2 такова, что 

интерференционная картина заполняет все поле зрения. Компенсатор В 

необходим для обеспечения одинаковых условий прохождения оптического хода 

обеими пучками. С появлением лазера в оптических цехах вошло в практику 

использование интерферометров Тваймана–Грина с большой разностью 

оптического хода. На рис. 6.9 изображен неравноплечий интерферометр для 

производственного контроля оптических деталей. 

 

 

1 – расширитель лазерного 

пучка; 

2 – светоделитель, 

расположенный под углом 

Брюстера; 

3 – регулируемое зеркало; 

4 – расширитель пучка; 

5 – контролируемое зеркало; 

6 – экран. 

Рис.6.9. Неравноплечий интерферометр Хьюстона 
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Светоделитель с углом клина 2…3
'
 установлен под углом Брюстера. 

Отражающая поверхность светоделителя расположена так, чтобы воспринимать 

возвращающиеся лучи и устранять астигматизм и другие нежелательные 

эффекты. В рабочую ветвь устанавливается двухлинзовый расширитель пучка 

света, изготовленный из стекла с высоким коэффициентом преломления. Для 

контроля асферических поверхностей в схему добавляют коррекционную линзу. 

 

Интерферометры Маха-Цендера 

 

Схема интерферометра с двумя светоделителями и плоскими зеркалами 

показана на рис. 6.10. Луч света разделяется пластиной P1 на два луча, которые 

после отражений от зеркал M1 и M2 и прохождения P2 выходит из 

интерферометра. 

 

 

 

Рис. 6.10. Интерферометр Маха-Цендера 

 

Схема, в которой зеркала M1 и M2 и светоделители P1 и P2 

плоскопараллельные, называется интерферометром Маха-Цендера. Введение 

в одно из плеч интерферометра прозрачного объекта изменят форму 

интерференционных полос, наглядно показывая распределение показателя 
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преломления в исследуемой среде. Интерферометр применяется при 

исследовании воздушных потоков, ударных волн при взрывах и т.п. 

 

6.1.2. Фазовые модуляторы 

 

Управление сдвигом фаз между объектным и опорным пучками в 

интерферометре осуществляется фазовыми модуляторами. Разность фаз 

между опорным и объектным пучками интерферометра определяется 

разностью длин оптических путей, которые проходят эти пучки. Таким 

образом, существует возможность управления разностью фаз за счет 

изменения либо разности хода лучей при постоянном значении показателя 

преломления, либо за счет изменения скорости распространения световой 

волны, т.е. изменения показателя преломления. Поэтому, вся совокупность 

известных модуляторов можно разделить на два широких класса – 

«отражающие» и «преломляющие». Следующая ступень классификации – 

физико-механические принципы, лежащие в основе способа управления 

активным элементом фазового модулятора. Последняя ступень 

классификации делит фазовые модуляторы на группы в зависимости от типа 

активного элемента. В классе отражающих модуляторов в зависимости от 

типа перемещающего элемента следует различать отражающие зеркальные 

покрытия и движущиеся дифракционные решетки, создаваемые акустической 

волной и производящие брэгговское отражение света. В классе 

преломляющих модуляторов аналогами таких групп служат разнообразные 

модулирующие фазу материалы. 

Рассмотрим основные  технические конструкции фазовых модуляторов. 

На рис.6.11 показан стеклянный клин, расположенный перпендикулярно 

падающему свету. Фазовый сдвиг происходит за счет пространственного 

сдвига клина 

 = (n –1) k.s.tg ,                          (6.1) 

где  – угол клина, а n – коэффициент преломления стекла клина. 
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Рис. 6.11.   Сдвиг 

фаз  

стеклянным 

клином 

 

Фазовый сдвиг может быть получен также наклоном на угол  плоско-

параллельной пластины толщины t (рис.6.12) 

 

)cos( sin
22  nkt .             (6.2) 

 

 

 

 

 

 

Рис.6.12. Сдвиг фаз поворотом плоскопа-

раллельной пластины 

 

Еще одним устройством фазового сдвига является барокамера (рис. 6.13) 

устанавливаемая в одном из плеч интерферометра. Этот технический прием 

хорошо известен из конструкции интерферометра Фабри–Перо. 

 

 

 

 

 

 

Рис. 6.13.   Сдвиг фаз, с помощью 

барокамеры 
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В интерферометрии для получения фазового сдвига часто используют 

дифракционные решетки. Известно, что свет, дифрагированный при 

перемещении решетки, сдвигает фазу. Рассмотрим синусоидальную решетку 

пространственной частоты , перемещающуюся со скоростью V (рис. 6.14). 

Пучки, сдвинутые на  , имеют фазовые сдвиги, зависящие от времени  

 

 = 2Vt.                                                       (6.3) 

 

Это позволяет использовать первые порядки дифракции как опорные волны в 

интерференционном эксперименте. 

 

 

 

 

 

 

Рис.6.14. Сдвиг фаз, с помощью 

дифракционной решетки 

Решетки бывают либо амплитудные, либо фазовые. Используются как 

вращающиеся радиальные решетки, так и акустооптические модуляторы 

(AOM) (рис. 6.15), где бегущие в оптической среде волны используются в 

качестве ячеек Брэгга [29]. В них создается поперечная акустическая волна, в 

результате чего ячейка начинает функционировать, как толстая 

дифракционная решетка. 

 

 

 

 

 

 

Рис. 6.15. Акустооптический модулятор 
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Из класса преломляющих модуляторов наиболее широкое применение 

получили электрооптические. Их действие основано на электрооптическом 

эффекте, характеризующимся возникновением сдвига фаз между 

компонентами обыкновенного и необыкновенного лучей световой волны, 

зависящего от величины приложенного электрического поля. В качестве 

модулируемой среды в основном используются электрооптические 

кристаллы типа метаниобата лития. Жидкие кристаллы, в которых тоже 

имеет место электрооптический эффект, мало используются из-за невысокой 

оптической неоднородности, приводящей к амплитудно-фазовым 

искажениям. Однако важным их достоинством является низкое (порядка 

десятков вольт) управляющее напряжение. Фазовые модуляторы, 

построенные на основе электрооптических кристаллов, характеризуются 

высоким быстродействием, линейностью фазового сдвига, точностью, малой 

потребляемой мощностью. Однако они требуют применения дополнительных 

оптических элементов, таких как полуволновые пластины, поляризационные 

делители, имеющие высокую стоимость и трудоемкость изготовления. 

Важным недостатком электрооптических модуляторов является низкая 

предельно допустимая мощность модулируемого излучения. 

В поляризационных интерферометрах интерферирующие пучки 

перпендикулярно поляризованы друг к другу и фазовый сдвиг можно 

получить вращением полуволновой пластины или вращением поляризаторов. 

Несмотря на хорошую точность сдвига фаз, такие устройства 

характеризуется низким быстродействием, наличием механических узлов и 

дорогостоящей поляризационной оптики. Если в интерферометре не 

сбалансирована оптическая разность хода лучей (OPD). То есть, если OPD  

0, то изменение длины волны источника излучения приводит к фазовым 

сдвигам. Но нужно заметить, что изменение длины волны и оптическая 

разность хода должны быть тщательно проконтролированы.  
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Лазер с перестраиваемой длиной волны используется для измерения 

расстояний, где фазовые изменения  = 2L/2 зависят от длины L или  

оптической разности хода, а изменение длины волны  достигается 

изменением управляющего тока. 

Наиболее просто фазовый сдвиг осуществляется перемещением зеркала. 

Фазовый сдвиг происходит за счет поступательного движения зеркала на 

расстояние s 

 

  = 2kscos ,                                            (6.4) 

 

где  - угол падения, а k = 2/. Перемещение зеркала может осуществляться 

электродвигателем с помощью микрометрического винта. Однако из-за 

высокой сложности изготовления прецизионного механического двигателя и 

низкой точности внесения фазового сдвига подобные приборы не нашли 

широкого применения. 

Более совершенными являются магнитострикционные модуляторы. 

Принцип их действия основан на деформации стержня из магнитного 

материала, помещенного в магнитное поле. Модулятор представляет собой 

стержень с приклеенным зеркалом и катушку, в которую подается 

управляющий ток. Хотя точность такого модулятора выше, необходимость 

создания сильных полей и токов затрудняет его применение. 

 

 

Рис.6.16. Сдвиг фаз перемещением 

зеркала, закрепленного на пьезо-

керамике. 
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Широкое применение при создании фазовых модуляторов нашел 

пьезоэлектрический эффект. Это объясняется малостью габаритов таких 

устройств, низкой стоимостью, высокой точностью внесения фазового 

сдвига, относительно низкими управляющими напряжениями (порядка сотен 

вольт), низкой потребляемой мощностью, большой механической 

прочностью, надежностью, высоким быстродействием. Особенно 

пьезокерамика, создаваемая из материалов на основе твердых растворов 

цикроната - титана свинца. На рис. 6.17 показана конструкция модулятора на 

основе пьезоэлектрического преобразователя. В нем при подаче на электроды 

управляющего напряжения возникает пьезоэффект, приводящий к 

перемещению отражающего покрытия. Зависимость фазового сдвига от 

величины приложенного напряжения выражается аналитической 

зависимостью 

 =  Vk/V0  ,                                            (6.5) 

где V0 – полуволновое напряжение; Vk  – приложенное напряжение. 

Разработано устройство для сдвига фаз на основе пьезокерамики ЦТС-19. 

Для управления от компьютера использовалось двухканальное устройство 

сопряжения, которое управляло двумя двенадцати разрядными 

цифроаналоговыми преобразователями (ЦАП). Полуволновое напряжение 

модуляторов – 170 В. Рабочая апертура – 30 мм.  

 

 

Рис.6.17. Структурная схема устройства управления пьезокерамикой 
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Для согласования устройства управления с полуволновым напряжением 

пьезокерамики использовались усилители мощности. Выходное напряжение 

усилителей составило 150 В. Линейность передаточной характеристики 

обеспечивалась на уровне 0.1 %. Время установления управляющего 

напряжения 10 мкс. Суммарное время установки устройства 

позиционирования 1 мс. Точность установки фазового сдвига составляла 

5%. Эта погрешность обусловлена характеристиками применяемой 

пьезокерамики. 

 

 Устройства ввода оптической информации  

 

Одним из основных вопросов при создании автоматизированных 

когерентно-оптических систем для измерения и контроля деформаций, 

вибраций и формы поверхности является выбор устройства ввода. 

Существует большой спектр подобных устройств на основе передающих 

телевизионных трубок (видиконы, плюмбиконы, суперортиконы, 

диссекторы), твердотельных фотоприемных матриц и линеек (ПЗС, 

фотодиодные), фотодиодов и фотоэлектронных умножителей (ФЭУ). Они 

различаются шагом сканирования, числом элементов разложения и 

чувствительностью фотоприемника.  

Системы на основе передающих телевизионных камер реализуют  метод 

сканирования изображения. Опрашивающим элементом здесь является пучок 

электронов, при помощи которого последовательно считывается 

потенциальный рельеф с мишени, который представляет собой отпечаток 

исследуемого изображения. Характерной особенностью таких систем 

является способность передающих трубок запоминать изображение на 

достаточное время с возможностью быстрого стирания. Это во многих 

случаях позволяет решать широкий круг задач, например, регистрировать и 

измерять быстропротекающие процессы, а также работать с объектами лишь 
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при кратковременном освещении. Устройства на базе телевизионных 

передающих трубок обладают высокой чувствительностью и 

быстродействием, зависящим лишь от инерционности фокусирующих 

отклоняющих систем (ФОС), и произвольным доступом к считываемой 

информации. Такие устройства имеют значительную неравномерность по 

полю фотокатода, температурный дрейф ФОС, что вызывает геометрические 

искажения вводимого изображения, а также ограниченное число элементов 

разложения, обусловленное возможностями точных цифроаналоговых 

преобразователей. Пространственное разрешение ограничено возможностями 

используемых телевизионных камер. Максимальное разрешение при 

использовании стандартных камер определяется параметрами 

телевизионного сигнала, и не превышает 768 на 576 точек. Для повышения 

разрешения необходима разработка высокоточных отклоняющих систем и 

специальных телевизионных камер.  

Наиболее перспективны устройства ввода на базе твердотельных 

матричных фотоприемников. С появлением высокоразрешающих 

твердотельных матриц, в которых вопрос геометрических искажений 

практически снят, так как они выполнены с высокой точностью, а  

пространственное разрешение таких матриц составляет от 600 х 500 до 1024 

х 768 элементов. В настоящее время появились матрицы с разрешением 3600 

х 3200 элементов. Недостатком приборов на основе матриц является 

небольшие диапазон передачи яркости и скорость ввода, а также их высокая 

стоимость. Для обеспечения более высокого разрешения в устройствах ввода 

можно применять линейные приемники оптического излучения, 

позволяющие достичь разрешения более 10 000 элементов по строке. Обычно 

эти фотоприемники сопрягаются с электромеханическим приводом для 

сканирования по ортогональной координате, при этом, используя 

специальные методы, можно добиться разрешения по яркости до двенадцати 

разрядов. 
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При квантовании изображения по интенсивности фотоприемник должен 

обладать очень низкой пороговой чувствительностью, линейной 

передаточной характеристикой и иметь динамический диапазон не менее 10 

000. Лучше всего всем поставленным требованиям удовлетворяют 

фотоэлектронные умножители (ФЭУ). При специальном подборе и 

стабилизированном питании ФЭУ позволяют улавливать отдельные 

фотоэлектроны, а насыщение наступает при сигналах, превышающих 

нижний порог чувствительности более чем в миллион раз. Однако ФЭУ – это 

одноканальный прибор, требующий высокостабильного источника питания, 

при этом скорость ввода информации низкая, так как производится 

последовательный обход всех точек вводимого изображения, причем для 

обеспечения большого динамического диапазона яркости она ограничивается 

из-за повышения шумов ФЭУ на высоких частотах. Фотоэлектронные 

умножители наряду с высокой чувствительностью имеют хорошую 

стабильность тока эмиссии фотокатода, а линейные размеры анализируемого 

элемента определяются считывающей диафрагмой и могут изменяться от 

единиц до тысяч микрометров, что невозможно при использовании других 

типов фотоприемников. Однако разложение изображения с помощью 

диафрагмы требует ее перемещения в плоскости вводимого изображения. 

Наличие механических узлов в устройстве ввода приводит к уменьшению 

быстродействия, а вибрации и люфты ограничивают точность 

позиционирования. 

Устройства ввода с использованием стандартных телевизионных камер на 

матрицах ПЗС или видиконах позволяют передавать не более 256 градаций 

яркости при работе в стандартном телевизионном режиме. Чувствительность 

камер колеблется от долей люкса до нескольких люкс на мишени 

фотоприемника. Зависимость преобразования свет–код линейна только в 

узком диапазоне изменения яркости. Для линеаризации передаточных 

характеристик необходимо применение корректирующих элементов или 
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специальной корректирующей программы. Достоинство этого способа – 

быстрый ввод изображения сразу по всему кадру. 

Наиболее перспективным является использование фотодиодных линеек и 

фотодиодных матриц, обеспечивающих как высокое разрешение, так и 

большой динамический диапазон передачи яркости при кодировке 

полутоновых изображений. Применение подобных устройств позволяет 

увеличить скорость ввода на несколько порядков по сравнению с 

одноканальными фотоприемниками при точной привязке координат 

считывающей апертуры, как и в механическом устройстве сканирования. 

Большой динамический диапазон и линейность передаточной 

характеристики яркости позволяют производить квантование интенсивности 

двенадцати разрядным АЦП. 

Все существующие устройства ввода оптических полей существенно 

различаются как параметрами, так и областями применения. Перечислим 

требования, предъявляемые к устройствам ввода при создании 

измерительных когерентно-оптических систем, реализующих алгоритмы 

фазового сдвига: 

– для компенсации вибраций, искажений, вызванных турбулентностью, 

необходимо уменьшить время ввода серии кадров, по которым вычисляется 

поле фаз; 

– число обрабатываемых элементов определяется скоростью 

вычислительных процессов и размером поля, в котором необходимо 

измерить поле разности фаз; 

– неизменность нелинейности чувствительности по полю во время съема 

серии кадров;  

– для компенсации геометрических искажений растра необходима 

стабильность этой характеристики во время всего эксперимента; 

Этим требованиям удовлетворяют устройства на основе твердотельных 

датчиков изображений. Однако, в настоящее время чаще применяются 

устройства на основе передающих телевизионных камер. 
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Для ввода изображений в темпе телевизионной развертки разработано 

устройство ввода на базе передающих трубок со стандартным сигналом. 

Применялась измерительная камера КТ-М с приемной трубкой типа видикон. 

Параметры стандартной камеры не позволяют использовать ее 

непосредственно в качестве устройства ввода измерительной системы. Для 

улучшения характеристик были изменены параметры системы отклонения: 

нелинейность уменьшена до 0.5 %, а геометрические искажения – до 1 %. 

Геометрические искажения очень сложно устранить, поскольку требуется 

применение тщательно рассчитанных и точно изготовленных систем 

фокусировки и отклонения пучка электронов. Точность ввода можно 

повысить, определив коэффициенты нелинейных и геометрических 

искажений, т.е. создать матрицу пересчета координат. Для этого на катод 

телекамеры проецировалась система полос, сформированная с помощью 

лазерного интерферометра, и производилось измерение геометрических 

искажений. Данный метод компенсации геометрических искажений 

применим только при стабильной работе устройства. Была проверена 

проверка камеры на устойчивость ее выходных параметров в зависимости от 

времени. Результаты проверки показали, что после тридцати минут прогрева 

характеристики камеры остаются достаточно стабильными. Дальнейшая 

обработка производилась с использованием матрицы пересчета координат.  

Разработанное устройство предназначено для ввода изображений с 

помощью серийных телекамер со стандартным телевизионным сигналом в 

форматах 768 х 576, 512 х 512 или 256 х 256 точек по 6(8) бит. Ввод 

производится в темпе телевизионной развертки. 

С целью решения ряда оптических задач требуется ввод изображений с 

высоким пространственным разрешением. Разработано гибридное 

устройство на базе универсального микроскопа, снабженного сканирующим 

столом. Для ускорения ввода при механическом сканировании столика 

микроскопа вводится не одна точка, а часть поля изображения, 

спроецированного оптической системой на фотокатод телевизионной трубки 
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или рабочее поле твердотельной матрицы. Изучаемый объект или вводимое 

изображение перемещают с помощью шаговых двигателей, управляемых от 

компьютера. Таким образом, удается обеспечить пространственные размеры 

вводимого изображения 110 х 110 мм с дискретностью перемещения 

предметного столика 6.25 мкм. Поле размером от 22 мкм до 400 мкм может 

оцифровываться со скоростью телевизионной развертки в зависимости от 

набора штатных объективов микроскопа. Общий вид устройства ввода 

показан на рис. 6.18. 

 

 

Рис.6.18. Гибридное устройство ввода на основе универсального микроскопа 

 

Приемное устройство выполнено на основе стандартной телевизионной 

камеры типа КТМ-1М. Поскольку телевизионные камеры вырабатывают 

сигнал, в котором информация о начале и конце строки и кадра задается 

соответствующими сигналами врезок синхроимпульсов при кодировании 

видеосигнала очень важно обеспечить точную привязку момента считывания 

значения интенсивности в точке по строке. Генератор частоты квантования 

подстраивают к частоте строк видеосигнала. Частота квантования в 

512…1000 раз больше частоты строк, поэтому фаза генератора квантования 
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имеет разброс к моменту прихода импульса строк. Таким образом, 

координаты точек сканирования будут определяться не только 

характеристиками оптической и отклоняющей систем, но и системой 

синхронизации камеры. Следовательно, возникает неопределенность 

пространственной дискретизации точек по строке. В худшем случае от 

строки к строке погрешность определения координат точек может превышать 

шаг дискретизации. Были предприняты меры по стабилизации фазы 

генератора квантования, что позволило обеспечить погрешность определения 

положения точек в пространстве, не более чем 1/4 шага дискретизации. Для 

устранения ошибок при сшивке кадров возникающих при сбоях перемещения 

шаговых двигателей и для определения точного значения перемещения 

устройство снабжено датчиками линейных перемещений по x и y 

координатам. Датчик включает двенадцати разрядный аналоговоцифровой 

преобразователь и фотоэлектрический преобразователь на основе оптической 

линейки с периодом растра порядка 150 мкм. Это позволяет получать 

пространственные отсчеты с абсолютной погрешностью менее 2.5 мкм. 

 

6.2. Интерференционные измерительные системы для анализа 

оптически чистых поверхностей 

 

Фирма Zygo была основана в 1970г. Paul Forman, Carl Zanoni и Sol Laufer 

при финансовой поддержке корпорации Canon Inc. и университета Wesleyan. 

Основная цель создания компании – разработка инструментальных средств 

для изготовления оптических изделий мирового класса. 

В 1978г. фирма Zygo выпустила систему Mark II, которая включала. В 

состав Mark II входили полуавтоматическая микропроцессорная система 

обработки информации ZAPP (Zygo Automatic Pattern Processor), 

телевизионная система ввода и отображения. Это была первая 

интерференционная система, специально разработанная для использования в 

промышленности [11]. Процессор ZAPP предназначался для автоматической 
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расшифровки интерферограмм. ZAPP-система сканировала телевизионное 

изображение и выделяла центры интерференционных полос. Затем с 

помощью метода наименьших квадратов определялся наиболее подходящий 

фронт и вычислялись наибольшее и среднеквадратичное отклонения в 

каждой точке от найденной поверхности. Возможность быстро и точно 

анализировать интерференционную картину позволила значительно 

увеличить эффективность системы и снизить требования к оператору при 

работе с ней. Для увеличения точности, разрешения, скорости обработки 

система была сопряжена с компьютером PDP-11 /03. 

В 1980г. фирма Zygo выпустила интерференционную систему Mark III. 

Эта система предназначалась для промышленного и лабораторного контроля 

параметров оптических изделий [11]. Фазовая информация определялась в 

ней с помощью управляемого фазового сдвига. Такие методы измерения 

фазы дают более высокую точность и способны анализировать волновые 

фронты более сложной формы благодаря большей пространственной 

плотности измеряемых значений по сравнению с методом выделения центров 

полос. Фазовый сдвиг вносится с помощью специального устройства, 

объединенного с опорной поверхностью интерферометра Физо. Устройство 

ввода, выполненное на основе фотодиодной матрицы 100 х 100 элементов, 

синхронизировано с устройством внесения сдвига. Полный оптический 

анализ производится в микропроцессорных системах на базе компьютеров 

PDP-11/03, HP 9816, HP 9836 в зависимости от комплектации. В 1985г. Mark 

III, заменяется интерферометрической системой  Mark IV, которая 

управлялась другим компьютером и обладала более мощным программным 

обеспечением. Mark IV была первой системой, которая позволила 

пользователю самостоятельно использовать предоставляемые пакеты 

программ. В 1993г., фирма Zygo начинает выпускать семейство GPI 

интерферометров, которые заменяют системы Mark. Семейство GPI обладает 

дополнительными возможностями измерений, более высокой точностью, и 

более низкой стоимостью. Интерферометры GPI обеспечивают 
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бесконтактное измерение плоских или сферических поверхностей, а также 

измерение формы волнового фронта проходящего через оптические 

элементы, широкий диапазон операций при анализе данных: от простого 

визуального контроля до автоматического высокоточного измерения 

методом управляемого фазового сдвига. Все модели GPI имеют по существу 

единую цель, но различаются  объемом возможностей при обработке и 

анализе данных (см. рис. 6.19). 

 

 

 

Рис. 6.19.  Внешний вид автоматизированной системы фирмы Zugo 

  

Корпорация WYKO была основана в декабре 1982г. на основе 

Оптического Научного центра университета Аризоны. Основное направление 

деятельности: разработка и изготовление бесконтактных цифровых 

интерференционных систем, необходимых при производстве оптических 

изделий, лазерных, магнитных носителей, полупроводниковых, 

металлических, керамических, пластиковых материалов. В 1985г. был 

разработан IR3 (инфракрасный интерферометр), предназначенный для 

контроля качества оптических или подвергаемых механической обработке 

поверхностей (включая небольшую асферику) с шероховатостями до 1мкм до 

полировки. Возможен контроль пропускающих инфракрасное излучение 

оптических элементов. IR3 представляет собой интерферометр с 

управляемым сдвигом фаз. Используемая длина волны 10.6 мкм. Точность 
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измерения l/50 длины волны. В 1988г. появился WYKO 6000, а в 1991г. 

WYKO 400. Измерительной частью интерференционных систем является 

интерферометр Физо с управляемым фазовым сдвигом. Алгоритм 

расшифровки позволяет обеспечить точность 0.01 длины волны. 

Анализ цен на системы Zygo показал, что стоимость устройств 

управления фазовым сдвигом, электронных блоков ввода изображений и 

программного обеспечения составляет от 46 до 66 % от общей стоимости 

систем. В настоящее время наблюдается тенденция к дальнейшему 

увеличению стоимости доли электронных блоков и программного 

обеспечения. В то же время, оптическая часть систем практически не 

меняется. Основное назначение таких систем – контроль изделий с оптически 

чистой поверхностью. Контролироваться могут: стеклянные или плоские 

пластиковые пластины, линзы, объективы, призмы; металлические изделия, 

требующие большой точности при изготовлении (например, компьютерные 

диски); полированные керамические пластины; контактные линзы. Для 

анализа объектов с небольшой шероховатостью поверхности используются 

инфракрасные источники освещения. Такие системы имеют большую 

стоимость и не могут обеспечить всех потребностей возникающих при 

высокоточном контроле промышленных изделий. Рельеф большинства 

деталей имеет форму, отличную от плоскости или сферы, шероховатую 

поверхность. Поэтому разработка измерительных систем, способных 

анализировать как оптически чистые, так и шероховатые поверхности, 

представляет актуальную задачу современной техники.  

Рассмотрим несколько систем, разработанных Лабораториями 

автоматизации оптических измерений и голографических методов измерений 

НГТУ в 1980–2002 годах.  

 

6.3. Анализ напряженно-деформированного состояния объектов  голографическими накладными 

интерферометрами 
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В экспериментальной механике при изучении деформированного 

состояния изделий все чаще применяют оптические методы как классические 

(метод муаровых полос, поляризационно-оптический), так и методы, 

основанные на голографических способах записи информации 

(голографическая интерферометрия, голографический муар). Реализация этих 

методов связана с разработкой автоматизированных систем съема 

экспериментальной информации и созданием эффективных алгоритмов 

компьютерной обработки голографических интерферограмм. В то же время 

широкому внедрению в практику исследовательских и заводских 

лабораторий голографических методов мешают высокие требования 

предъявляемые к виброизоляции элементов голографического 

интерферометра.  

Рассмотрим решение одной из задач экспериментальной механики – 

определение деформаций при растяжении изотропной пластинки, 

ослабленной центральным круговым отверстием. К настоящему времени для 

различных экспериментальных методов она является классической тестовой 

задачей. Впервые задачу о распределении напряжений в пластинке 

бесконечной ширины с круговым отверстием при известных растягивающих 

усилиях, приложенных к срединной плоскости, путем подбора решил Г. 

Кирш. В работе [12] получены зависимости для перемещений точек 

поверхности такой пластины. Компоненты вектора деформаций определяли 

по закону Гука в соответствии с работой [13]. Таким образом, можно было 

сравнить полученные экспериментальные результаты с известным 

теоретическим решением. Голографические интерферограммы записывались 

во встречных пучках методом двух экспозиций [14].  Регистрирующая среда 

наносилась на поверхность исследуемого элемента в виде прозрачного слоя. 

Образцы для испытаний представляли собой подставку из листового 

материала Д16Т (рис.6.20) (длина 400 мм, ширина 40.2 мм, толщина 1.06 мм, 

диаметр отверстия 6 мм). 
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Рис.6.20. Одноосное растяжение пластинки с центральным круговым отверстием 

 

На одной стороне образца с помощью промежуточной оптически 

прозрачной среды закрепляли фотопластинку. Для крепления фотопластинки 

ПЭ-2 использовали синтетический каучук СКТН, отверждаемый 

катализатором (смесь 12 г СКТН и 0.9 г К-18). Показатель преломления 

каучука n определяли на рефрактометре ИРФ-23 в двух состояниях: 

недополимеризованном и полностью полимеризованном. Различия в 

показателях незначительны, n = 1.40125 и n = 1.40513 соответственно. 

Образец испытывали на растяжение на прессе ДМ-30М. Растягивающее 

напряжение 0 = 65.71 Мпа. Регистрация восстановленного изображения 

осуществлялась фотокамерой с объективом «Телемар-22». Для определения 

компонент тензора деформаций необходима совместная обработка двух 

интерферограмм, записанных с разных направлений. Располагая фотокамеру 
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дважды в плоскости x0z (1 = 63
о
, 2 = 117

о
) и дважды в плоскости y0z (3 = 

76.8
о
, 4 = 103.2

о
) наблюдали картины полос, фотографии которых приведены 

на рис.6.21. 

 

       

                                        а                                                               б 

                       

                                       в                                                                г 

Рис. 6.21. Фотографии полос при упругом деформировании материала изделия: 

а – 3 = 76.8
о
; б – 4 = 103.2

о
; в – 1 = 63

о
; г – 2 = 117

о
 

 

Для определения компонент x , y  тензора деформаций использовали 

следующие разрешающие уравнения: 
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где  и  – углы, отсчитываемые от координатных осей x и y соответственно 

и определяющие направления наблюдения; Ni (i = 1, 2, 3, 4) порядковые 

номера интерференционных полос;  - длина волны используемого 

источника света.  

Процесс обработки состоял из следующих этапов [15]: ввод 

интерферограмм в компьютер, выделение центров полос, определение полей 

деформаций. Для ввода изображений использовалось устройство на основе 

точечного диссектора с диаметром фотокатода 100 мм и вырезающей 

апертурой 100 мкм [16]. Спроектированное оптической системой на 

фотокатод диссектора изображение квантовалось на 256 уровней и в виде 

матрицы 256 на 256 точек записывалось в память компьютера. Вводимый 

фрагмент интерферограммы составил 40 х 40мм, поэтому минимальный 

элемент изображения имел размер около 156 мкм. После выделения центров 

полос, в режиме графического редактирования удалялись разрывы, ложные 

ответвления и соединения, продолжены линии в области отверстия. Затем 

проводилась интерактивная нумерация полос. На рис. 6.22 показана одна из 

картин полос, соответствующая упругому деформированию полосы с 

отверстием, и соответствующие ей выделенные центры полос. 
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                                 а                                                                  б 

 

Рис. 6.22. Картина интерференционных полос (а) и  выделенные центры полос (б) 

 

При определении относительных деформаций использовали два подхода 

[17]. В первом вначале определялись компоненты вектора перемещений, (при 

аппроксимации полей перемещений в точках между центрами полос 

использовались кубические сплайны), затем по соотношениям Коши 

вычислялись компоненты тензора деформаций. Во втором подходе 

аппроксимация функции порядков полос осуществлялась с помощью упругой 

линии статически неопределимой балки переменной жесткости [13], а затем 

определялись деформации и интегрированием находились перемещения. Из-

за погрешностей в определении центров полос найденные деформации 

приходилось сглаживать методом наименьших квадратов. Полученные 

обоими способами результаты оказались практически одинаковыми.  

На рис. 6.23 показаны деформации, полученные экспериментальным и 

расчетным путями. На рис. 6.24 показан график относительных деформаций 

 0y  (0 -деформации на удалении от отверстия) в двух сечениях образца: 

опасном (y = 0) и при y=2R. 
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а                                                                           б 

Рис. 6.23. Распределение деформации в пластине с отверстием:   

а – полученные с использованием теории упругости, б – экспериментальные данные 

 

а)  

б)  

 

Рис. 6.24. Эпюры относительных деформаций в различных сечениях 
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Расчет деформаций лишь по выделенным центрам полос приводит к 

ошибкам при определении производных, используемых при определении 

тензоров деформации. Максимальная погрешность – вблизи контура 

отверстия. Качественное совпадение экспериментального и теоретического 

решений тестовой задачи позволяет говорить о возможности исследования 

напряженно-деформированного состояния образцов с допустимой для 

инженерных расчетов точностью.  

 

6.4. Определение отклонений от плоскостности поверхности 

оптических элементов 

 

Для измерения плоскостности оптических поверхностей используется 

промышленные интерферометры типа Физо ИТ-200, ИТ-100 [18]. Оптическая 

схема интерферометра показана на рис. 6.25.  

 

 

Рис.6.25. Оптическая схема интерферометра ИТ-200: 1– монохроматический источник 

света; 2 – конденсор; 3 – интерференционный светофильтр; 4,17 – диафрагмы; 5, 10, 15 –
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объективы; 6 – призма; 7 – сферическое зеркало; 8 – образцовая пластина; 9 – проверяемая 

поверхность контролируемой детали; 11 – линза; 12 – окуляр; 13 – сетка; 14 – зеркало; 16 

– фотокамера 

 

Коллимированный волновой фронт, отраженный от эталонной 

поверхности образцовой пластины 8 и проверяемой поверхности детали 9, 

образует интерференционную картину. В качестве источника света 

применяется ртутная лампа СМР-1 (длина волны зеленой линии ртути – 0.546 

мкм) - 1. Интерференционная картина рассматривается в зрительную трубу, 

состоящую из объектива 10, линзы 11 и окуляра 12 с сеткой 13. С помощью 

переключаемого зеркала 14 интерференционная картина, локализованная на 

эталонной поверхности образцовой пластины, может быть зарегистрирована 

на фотопленку с помощью фотокамеры 16. Предметный стол может 

перемещаться в трех направлениях. Наклон предметного стола возможен в 

горизонтальной плоскости вокруг двух взаимно перпендикулярных осей. 

В случае идеальной плоскостности проверяемой поверхности (при 

правильной юстировке интерферометра) в поле зрения будут видны прямые, 

равные по ширине полосы. Если проверяемая поверхность изготовлена с 

отступлениями от идеальной плоскостности, могут присутствовать изгибы и 

изъяны полос. 

Интерферометр может работать в помещении с перепадом температур в 

течение суток не более 1.5…2 
о
С и при отсутствии потока воздуха. 

Проверяемая деталь перед контролем должна быть выдержана на 

предметном столике интерферометра некоторое время, которое зависит от 

толщины и массы детали. Детали диаметром до 150 мм должны 

выдерживаться в течение 30 минут, свыше 150 мм - до одного часа. 

Результатом измерений является общая ошибка: 

 

2





H
N   ,                                                 (6.8) 
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где H = x – y, стрелка прогиба; x – отсчет центра интерференционной полосы 

по краям поля зрения; y – отсчет в середине изгиба;   – интервал между 

полосами. Для определения местной ошибки измеряются интервал  1 и 

стрелка прогиба H1 в месте дефекта полосы:  

 

21

1 



H
N                                                 (6.9) 

 

При таких измерениях возможна лишь грубая оценка качества 

поверхности. В настоящее время данная методика не удовлетворяет 

требованиям, предъявляемым к контролируемым изделиям.  

Для определения количественной информации по всему полю 

проверяемой детали и автоматизации процесса обработки была проведена 

модификация интерферометра [19-21] (рис. 6.26). Вместо фотокамеры было 

установлено устройство ввода оптической информации на основе 

телевизионной камеры КТ-М. Для повышения качества интерферограмм 

ртутная лампа заменена гелий-неоновым лазером. Для управления режимами 

работы применяется спецклавиатура. Исполняющая программа записана в 

постоянном запоминающем устройстве компьютера. 
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Рис. 6.26. Структурная схема системы для контроля плоскостности 

 

Обработка проводилась на основе выделения спектральных 

составляющих, соответствующих полезному сигналу. Если плоская волна, 

распространяющаяся под углом  к нормали интерферограммы, является 

опорной, то формулу для интенсивности интерференционной картины можно 

записать как 

 

I(x,y) = a(x,y) + b(x,y) cos{2f0 + (x,y)}  ,                (6.10) 

 

где a(x,y), b(x,y), (x,y) и f0 представляют соответственно фоновую 

интенсивность, амплитуду, фазу и пространственную частоту полос. 

Зависимость пространственной частоты полос от угла   

 

f0 = sin/ .                                        (6.11) 

 

После одномерного Фурье-преобразования по x получим 



 339 

 

G(f,y) = A(f,y) + C(f-f0,y) + C*(f+f0,y) ,            (6.12) 

 

где G, A, и C – спектры Фурье, f – пространственные частоты. 

Если a(x,y), b(x,y) и f(x,y) имеют частоты намного меньше, чем f0, то 

функция C(f–fo,y) может быть выделена фильтрацией относительно f0. На 

этом шаге исключается составляющая A(f,y), представляющая 

неравномерность освещенности по полю интерферограммы. 

На рис. 6.27 показана интерферограмма, полученная при контроле 

реального объекта, и спектр по центральной строке. 

 

         

 

Рис. 6.27. Разделение спектров при обработке реальной интерферограммы 

 

 

6.5. Измерение профиля методом муара 

 

Методика измерения рассмотрена в [30] для  двухэкспозиционной  

голографической  интерферометрии, по аналогии  ее можно распространить  

на голографическую топографию и интерферометрию в сходящихся и во 

встречных пучках, интерферометрию сфокусированных изображений, спекл-

интерферометрию и т.д. Рассмотрим пример  совместной расшифровки 

интерферограмм на примере  контроля аномалий  внутренней  структуры 

тонкостенных конструкций. В большинстве задач контроля полная фаза 

интерференционных полос Ф(х,у) является суперпозицией двух 
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составляющих общего уровня фазы  и возмущения, вызванного влиянием 

внутренней структуры поля разности фаз: 

 

),(),(),(
*0 yxyxyx      (6.13) 

 

Причем возмущение  
*

   значительно меньше общего уровня фазы Ф0, 

который  затеняет  полезную информацию о структурных аномалиях. В 

результате для решения задачи контроля необходимо анализировать  

интерферограммы с большим количеством полос. Например, при 

исследовании  полой  лопатки  газотурбинного  двигателя  информативные 

фрагменты содержат  около  70  полос на 256 элементах разрешения. 

Совместная обработка позволяет  исключить  общий уровень фазы ),(0 yx . 

Однако  прямое  применение  алгоритма расшифровки  приводит к 

недопустимо высокому уровню погрешности  *  из-за большого 

числа интерференционных полос и не представляет интереса. Поэтому для  

явного  выделения возмущений интерференционных полос использована 

предобработка интерферограмм на  основе  цифровой реализации муарового  

эффекта [31] с последующей расшифровкой муарограмм по основному 

алгоритму. Последовательность  этапов  контроля полой лопатки в этом 

случае состоит из следующих операций: 

1. Одновременная регистрация двух интерферограмм противоположных 

сторон лопатки в двухголограммном интерферометре. 

2. Согласованный ввод интерферограмм в память ЭВМ. 

3. Улучшение полос с помощью преобразований вида (рис. 6.28,а) 

 

...2,1k,constM

)]y,x(Isign1[M)y,x(J)y,x(I kk




   (6.14) 

 

4. Получение муаровой картины типа Mf с фильтрацией исходных растров 

путем их удвоения [32] (рис. 6.28,б) 
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2

2121f M2)JJ(MJJM      (6.15) 

 

5. Расшифровка муарограммы по  основному алгоритму с реконструкцией 

возмущения фазы и ее производных (рис. 6.28,в – е). 

6. Формулировка заключения  о влиянии внутренней структуры на основе 

данных о возмущении фазы и ее производных. 

Эффективность указанной  последовательности  с использованием муаровой 

предобработки иллюстрируется затратами машинного времени. Наиболее  

трудоемким  и продолжительным является здесь пятый этап расшифровки 

муарограммы,  особенности которого описаны выше. Полное время контроля 

всего в  1.5 раза больше времени выполнения самого продолжительного 

пятого этапа. 

 

а 

 

б 

 

в 

 

г 
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д 

 

е 

 

Рис. 6.28. Последовательность этапов получения и расшифровки 

муарограммы: а – один из исходных растров; б – муарограмма; в, г 

– начальные параметры фильтрации; д, е – возмущение фазы и ее 

производная 

 

 

6.6. Измерение амплитуд вибраций  методом усреднения во времени 

 

Как известно [33], метод усреднения во времени является основным 

методом интерферометрических исследований собственных форм колебаний 

и широко используется в исследовательской  и производственной практике. 

Его отличительная особенность состоит в том, что поле яркости 

интерферограмм описывается квадратом функции Бесселя первого рода 

нулевого порядка, а не косинусоидой,  как это требуется для гомоморфной 

фильтрации.  Однако основной принцип алгоритма фазовых псевдосдвигов, 

применим также и в этом случае. В точной записи разрешающие  формулы  

задачи расшифровки являются следствиями известных правил сложения, 

умножения и сдвига бесселевых функций,  но имеют  чрезмерно  громоздкий  

вид, неудобный  для  реализации  на  стандартных микро-ЭВМ общего 

применения. Более перспективен подход,  основанный на замене точного 

представления поля яркости его главной асимптотикой, полученной методом 

стационарной фазы, которая уже имеет требуемый косинусоидальный 
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профиль полос.  Возникающие из-за этого деформации середин полос и 

других изофазных линий не превышают  5…10 %, что  вполне  приемлемо 

для практических измерений  [33].  Исключение составляет главный 

интерференционный максимум яркости, в котором цена полосы примерно в 

1.5 раза больше, чем в побочных экстремумах [33]. Указанный 

приближенный подход без изменений применим и в случае негармонических 

колебаний, поскольку асимптотика и здесь имеет косинуидальный вид [34].  

Выделение главного интерференционного максимума осуществляется  

следующим  образом.  Формально  допустим,  что представление поля 

яркости в виде (6.10) применимо и в окрестности главного максимума. Тогда 

средняя яркость A(x,y), представляющая собой огибающую максимумов яр-

кости,  достигает наибольшего значения только на главном максимуме. 

Совмещая картины середин полос исходного поля яркости I(x,y) и 

геометрические места максимума его среднего значения A(x,y), однозначно 

выделяем главный интерференционный максимум.  

Таким образом, последовательность расшифровки интерферограмм, 

записанных методом  усреднения  во  времени, состоит из следующих этапов: 

1. Ввод интерферограмм в ЭВМ (рис. 6.29,а). 

2. Выделение середин полос и средней яркости по основному алгоритму 

расшифровки (рис. 6.29,б). 

3. Выделение максимума средней яркости,  совпадающего с серединой 

главного интерференционного максимума. 

Учет особенности главного максимума и построение полей амплитуд 

вибраций (рис. 6.29,в) и ее вторых производных (рис. 6.29,г). Следует 

отметить, что  в  ряде задач процесс расшифровки может быть упрощен.  

Например,  в наиболее важном случае исследования собственных форм 

изгибных колебаний основной интерес представляют экстремумы вторых 

производных поля амплитуд вибраций [27], которые никогда не совпадает  с 

расположением главного максимума яркости, лежащего в окрестности точек 

перегиба поля амплитуд вибрации, (см. рис. 6.29 а, г).   
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а 

 

 

б 

 

в 
 

 

г 

Рис. 6.29. Этапы расшифровки интерферограммы полученной 

методом усреднения во времени. а – исходная интерферограмма; б – поле 

амплитуд вибраций; в – поле средней яркости;  г – вторые производные 

амплитуд вибраций 

 

Исключая операции по выделению  главного максимума можно существенно 

уменьшить затраты машинного времени. 

 

6.7. Измерение поля прогиба и рельефа поверхности 

 

 Описанные выше методы расшифровки (выделение центров полос и 

спектральный анализ) не требовали модификации оптической схемы 

интерферометра. Ниже рассмотрим расшифровку с использованием 

контролируемого фазового сдвига при экспериментальном измерении поля 

прогиба мембран и рельефа пробных стекол. Во всех оптических схемах для 
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внесения фазового сдвига использовалось зеркало, закрепленное на 

пьезокерамике. 

Методом голографической интерферометрии реального времени [22, 23] 

измерялось поле прогиба мембраны, жестко закрепленной по краям и 

нагруженной в центре сосредоточенной силой. Мембрана изготовлена из 

материала Д16Т, ее диаметр 42 мм, толщина 0.5 мм. Интерферограммы 

получены с помощью интерферометра Майкельсона (рис. 6.30). В качестве 

источника освещения использовался гелий-неоновый лазер ЛГ-38. 

Голограмма объекта фиксировалась на фотопластинку, которая после 

проявления устанавливалась на то же самое место. После нагрузки, 

отраженный от мембраны волновой фронт интерферировал с фронтом, 

восстановленным от голограммы. 

 

 

Рис.6.30. Схема голографического интерферометра для определения поля прогиба 

мембраны с шероховатой поверхностью: 
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C1,C2 – светоделители; М1,М3 – зеркала; М2 – зеркало, закрепленное на пьезокерамике; 

К1,К2 – коллиматоры; О – объект, нагруженный силой P; Г – голограмма; Л – объектив, 

строящий изображение на мишени телевизионной трубки 

 

На рис. 6.31 приведены фотографии интерферограмм, полученных в 

результате нагрузки мембраны, и трехмерный профиль ее прогиба. 

Интерферограммы получены со сдвигом фазы 0, 120, 240
о
. 

 

                             

фазовый сдвиг = 0
о                                                                   

фазовый сдвиг = 120
о
 

     

               фазовый сдвиг = 240
о                

      
 

Рис.6.31. Три интерферограммы с фазовым сдвигом 0
о
, 120

о
, 240

о
 и  

профиль прогиба мембраны под действием нагрузки 
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С целью определения поля прогибов полупроводниковых кремниевых 

мембран проведены исследования полей прогибов в широком диапазоне 

давлений. Эти исследования необходимы при проектировании и 

производстве кремниевых интегральных тензопреобразователей. Расчетные 

методы описывают лишь малые прогибы в области линейной зависимости 

прогибов от приложенных давлений. В нелинейной области получение 

данных по определению прогибов затруднено. Существующие 

экспериментальные методы позволяют регистрировать прогиб только в 

центре мембраны. Подсчет механических напряжений в связи с этим 

сопряжен со значительными трудностями. 

Для определения формы прогибов мембраны использовался 

интерферометр Тваймана–Грина, в опорном плече которого помещалось 

зеркало, закрепленное на пьезокерамике для задания фазового сдвига. При 

отражении от оптически чистой поверхности мембраны световой пучок 

интерферировал с опорным пучком. Исследовались кремниевые мембраны 

размерами 5 х 5 мм, толщиной около 30 мкм плоские и профилированные, с 

жестким центром, а также плоские мембраны размером 1 х 1 мм. Для 

обеспечения зеркального отражения на мембраны напыли слой алюминия.  

Результаты экспериментов показали, что линейность зависимости 

прогиба соблюдается до давлений порядка 100 Па. Для мембран с жестким 

центром такой же толщины область линейности расширяется на порядок. 

При этом распределение прогибов указало на возможность нетрадиционного 

(в серединах сторон вблизи края мембран) расположения тензорезисторов. 

 Исследование прогиба кремниевых мембран позволяет разработать более 

обоснованный подход к проектированию и изготовлению интегральных 

тензопреобразователей мембранного типа. 

При промышленном изготовлении плоских и сферических оптических 

деталей для контроля их поверхности используются пробные стекла. 

Пробные стекла – это стеклянные пластины, одна из поверхностей которых 

является образцовой.  
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Эталоны оптических плоскостей изготавливают из стекла, плавленного 

кварца или из материалов с нулевым коэффициентом расширения. Наиболее 

часто пробные стекла используют для контроля сферических поверхностей 

во время полирования. Метод контроля состоит в следующем: на 

контролируемую поверхность накладывают эталонную пластину с радиусом 

кривизны противоположного знака и определяют отклонение от заданного 

значения, подсчитывая число колец Ньютона. Причем в качестве источника 

освещения можно использовать протяженные источники 

монохроматического света без коллимирующих линз – натриевые, ртутные, 

гелиевые лампы. Отметим, что при соприкосновении с поверхностью 

контролируемого изделия пробные стекла подвергаются механическим 

воздействиям и довольно быстро выходят из строя, поэтому для обеспечения 

производственного процесса необходим достаточный запас эталонов. 

Изготовление пробных стекол представляет серьезную проблему. При ее 

решении особенно важно обеспечить процесс измерений с достаточно 

высокой точностью. Метод пробных стекол обеспечивает точность контроля 

/20, поэтому при изготовлении эталонов необходима более высокая 

точность. Для контроля рельефа использовалась система [24, 25], оптическая 

схема которой представляет интерферометр Тваймана-Грина (рис. 6.32). 
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Рис.6.32. Оптическая схема установки для измерения рельефа пробных стекол 

 

Луч от лазера 1 через систему поворотных зеркал 3 поступает на 

телескопическую систему 4, служащую для расширения пучка и 

формирования плоского опорного фронта. Далее расширенный пучок 

поступает на светоделитель 7, где разделяется на два. Один из них опорный 

попадает на плоское эталонное зеркало 9. Другой с помощью объектива 11, 

преобразуется в расходящийся пучок и отражается от контролируемой 

детали 12, а после вторичного прохождения через объектив 11 преобразуется 

в плоский рабочий пучок. Интерференционная картина переносится в 

плоскость регистрирующей системы устройства ввода оптических 

изображений 16. Для задания фазового сдвига эталонное зеркало 9, 

закрепленное на пьезокерамике, помещали в опорное плечо интерферометра. 

Для ввода интерферограмм использовали устройство на основе 

телевизионной камеры КТ-М с разрешением 512 х 512 точек с 256 уровнями 
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квантования. Полная фаза определялась методом развертки [26] с 

использованием двумерной структуры поля. Сначала определялись зоны, в 

которых фаза плавно менялась в пределах периода. Затем в зависимости от 

поведения фазы внутри этих зон добавлялось или вычиталось целое число 

периодов.  

Система имеет следующие характеристики: – диапазон изменения от /50 

до 10; – погрешность в точке /50; – среднеквадратичное отклонение  /100; 

– используемая длина волны  =0.633мкм. 

Система внедрена на НПО «Новосибирский приборостроительный 

завод». 

 

6.8. Определение внеплоскосных деформаций методом цифровой спекл-

интерферометрии 

 

В этом разделе описывается экспериментальная проверка методики 

расшифровки цифровых спекл-интерферограмм, основанная на 

использовании спеклов как информационной части сигнала. 

В качестве измеряемого объекта использовалась пластина, один из 

концов которой был жестко закреплен, другой подвергался нагрузке. 

Нагрузка осуществлялась с помощью нихромовой нити, нагреваемой 

пропускаемым током. Величина тока управлялась компьютером. Структура 

системы для измерения смещений от нормальных к плоскости объекта 

нагрузок и схема спекл-интерферометра  показана на рис. 6.33. 

 



 351 

 

 

Рис. 6.33. Система для измерения нормальных смещений методом корреляционной 

спекл-интерферометрии 

 

В качестве источника освещения использовался гелий-неоновый лазер 

типа ЛГ-38 с мощностью излучения порядка 50 мВт. Световой пучок от 

лазера расширялся линзами L1, L2 и попадал на интерферометр Тваймана-

Грина, в одном плече которого находилась диффузная поверхность, близкая 

по отражению к исследуемому объекту, закрепленная на пьезокерамике, в 

другом исследуемый объект. С помощью апертуры, находящейся перед 

формирующей изображение линзой L3, регулировался размер спеклов. На 

пьезокерамику подавалось напряжение с помощью цифро-аналогового 

преобразователя, управляемого от компьютера. С помощью другого канала 

ЦАП производилось контролируемое управление нагрузкой. 

Изображение фиксировалось с помощью телевизионной камеры типа 

видикон, и преобразовывалось в цифровой вид с помощью устройства ввода, 

которое оцифровывало изображение в темпе телевизионной развертки. 

Цифровые кадры с размерами 512 на 512 точек с 256 градациями 

интенсивности записывались в память компьютера типа IBM-PC для 

дальнейшей обработки. Исследуемая область имела размеры 50 на 50 мм. 
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Перед деформацией опорная поверхность сдвигалась на расстояния 

пропорциональные фазовым перемещениям 0, /4, 3/2 и запоминались 

соответствующие изображения. Затем объект нагружался, и на 

пьезокерамику подавали напряжение, соответствующее фазовым сдвигам 

/2, 3/4, . Таким образом, фиксировалось шесть кадров. Вычисление 

арктангенса дает значение фаз, пропорциональное смещению объекта в 

результате его нагрузки. На рис.6.34 а, б, в, г показаны картины 

корреляционных полос при фазовых сдвигах между опорными пучками 0, 

/2, , 3/4, после чего производили расшифровку.  

 

 = 0 
 

 = /2 

 

 =  

 

 = 3/4 

Рис.6.35. Корреляционные полосы при различных фазовых сдвигах 
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На рис. 6.36 представлены значения фаз, соответствующие смещению 

поверхности объекта от нагрузки при вычислении по обычной 

четырехточечной формуле со сглаживанием интерференционных полос (а) и 

по предложенному нами алгоритму (б).  

 

 

а                     

 

б 

 

Рис.6.36. Поле фаз, соответствующее смещению поверхности объекта от нагрузки при 

вычислении по четырех точечному (а)  и шести точечному (б) алгоритмам 

 

На рис. 6.37 показано распределение фаз после удаления фазовой 

неоднозначности. 
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Рис.6.37. Распределение фаз после удаления фазовой неоднозначности 

 

Сравнение результатов с тестовыми измерениями на голографической 

системе показало, что точность измерений перемещений точек поверхности 

при деформации объекта составила не менее /20…/30. Время получения 

серии спеклограмм и определения по ним фазового фронта, 

соответствующего деформации, составило порядка трех минут.  

 

6.9. Измеритель абсолютных линейных перемещений 

 

Основным конструктивным элементом существующих измерителей 

абсолютных перемещений на основе кодовых оптических линеек является 

шкала, состоящая из набора растров. При перемещении подвижной части, на 

которой закреплено оптическое устройство считывания, относительно 

неподвижной шкалы при пересечении растровых отметок вырабатывается 

кодовый сигнал, соответствующий определенному перемещению. Каждый 

растр кодовой шкалы обеспечивает определение одного бита в коде 

абсолютного перемещения. Количество растров определяется числом 

состояний, которые должны различаться на заданном диапазоне. Таким 

образом, при точности измерений порядка 1 мкм и диапазоне до 1 м 
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необходимо 20 двоичных разрядов в коде перемещений. Изготовление шкал 

с таким количеством растров является технологически сложным процессом, 

поэтому измерители абсолютных перемещений на основе кодовых шкал 

имеют большую стоимость. 

Число растров на кодовой шкале можно уменьшить, если из одного 

растра в каждом положении получать более одного бита информации. Этого 

можно достичь, во–первых, использованием оптических дифракционных 

элементов, обеспечивающих угловое отклонение считывающего светового 

пучка в каждой точке измерительной шкалы [27]. Однако изготовление 

подобных линеек с необходимыми метрологическими свойствами является 

пока весьма сложным и трудно реализуемым процессом. Во–вторых,  

использованием методов специального кодирования измерительных сигналов 

в модифицированных измерителях относительных перемещений на основе 

фотоэлектрических растровых преобразователей. На этом принципе 

разработан датчик абсолютных перемещений с использованием метода 

целочисленного кодирования [28].  

Для определения абсолютного перемещения предлагается использовать 

фотоэлектрический преобразователь, обеспечивающий считывание 

синусоидальных и косинусоидальных периодических сигналов различного 

периода при перемещении подвижной части измерителя относительно 

неподвижной. Информацию о перемещении можно извлечь из текущей фазы 

информационного сигнала. Для этого измеряются амплитуды синусного и 

косинусного сигналов, по которым определяется фаза 

 

c

s

A

A
arctg  ,                                              (6.13) 

 

где AS и AC – амплитуды синусного и косинусного сигналов. Поскольку arctg 

периодическая функция, фаза  может быть определена только в пределах 
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периода. Фаза, соответствующая абсолютному перемещению, определяется 

суммированием числа полных периодов 

 

 n2  ,                                               (6.14) 

 

где n – число полных периодов. Поэтому  такие приборы называются 

преобразователями накопительного типа. Величину абсолютного 

перемещения определяют из следующего выражения: 

 






2

Т
Х  .                                                  (6.13) 

 

Однако процесс накопления часто приводит к ошибкам, вызванным 

единичными сбоями. Используя аппарат целочисленной арифметики можно 

вычислять величины полной фазы по значениям, известным с точностью до 

периода, определенным в одной выбранной точке. При переходе от системы 

фаз к системе остаточных функций возникают эффекты квантования. Для их 

устранения необходимо использовать аналоговоцифровые преобразователи с 

согласованным уровнем квантования. Набор остатков функций с различными 

периодами позволяет однозначно восстановить абсолютные значения 

перемещения. Это можно сделать, воспользовавшись теоремой об остатках. 

При одновременном измерении фазы гармонических сигналов, периоды 

которых соотносятся как взаимно простые числа, в диапазоне определяемом 

произведением периодов, набор фаз никогда не повторится. Следовательно, 

этот набор будет определять одно уникальное значение в этом периоде.  

Из теоремы об остатках следует, что диапазон измерения перемещений 

можно расширить, увеличивая число сравнений при различных модулях либо 

абсолютные значения модулей. Увеличение абсолютных значений 

эквивалентно повышению точности измерений.  
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Таким образом, если одновременно измерять несколько периодических 

сигналов с разными периодами, то совокупность фаз определяет 

единственное значение абсолютного перемещения. Например, для 

нахождения абсолютного перемещения в диапазоне до 1 м необходимы три 

системы сравнений с различными периодами размером порядка 100 мкм. В 

пределах каждого из периодов необходимо отличать не менее 100 точек. При 

использовании четырех растров, при размере растра 30…40 мкм можно 

выбрать шкалу с периодами растров 29, 31, 37, 41. При этом точность 

измерения перемещений должна составить не менее 1 мкм. Диапазон 

измерения абсолютных перемещений в этом случае составит 1.363 м. 

Конкретные значения периодов определяются из условия взаимной простоты 

чисел, соответствующих периодам, и из технологических условий 

изготовления оптических линеек. Возможность получения нескольких 

взаимосвязанных гармонических функций с различными периодами 

существует, так как в настоящее время промышленностью выпускаются 

преобразователи линейных перемещений последовательного счета, в 

которых при перемещении подвижной части относительно неподвижной 

вырабатываются сигналы близкие к синусоидальной форме. Принцип работы 

преобразователя показан на рис. 6.38, а его общий вид на рис. 6.39.  

 

 

 

Рис. 6.38. Структурная схема преобразователя линейных перемещений: 

1–осветитель; 2–индикаторный растр; 3–измерительный растр; 4–фотоприемник 
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Свет от осветителя проходит через измерительный и индикаторный 

растры, расположенные в непосредственной близости друг от друга. 

Модулированный по амплитуде световой поток поступает на фотоприемник, 

который вырабатывает пропорциональный по освещенности фототок. 

Измеритель состоит из подвижной и неподвижной частей. При перемещении 

измерительной меры относительно индикаторного растра за счет эффекта 

оптического наложения возникает периодическое изменение интенсивности 

проходящего света, которое детектируется фотодиодами. 

 

 

 

Рис.6.39. Общий вид преобразователя 

 

Индикаторный растр и растр на оптической линейке имеют одинаковую 

форму и представляют собой чередующиеся прозрачные и непрозрачные 

промежутки равного размера, при этом период растра исследуемого 

преобразователя был равен 20 мкм. Регистрируемый сигнал при 

прохождении через растровое сопряжение, выполненное с зазором около 

двух растровых периодов, за счет дифракционных эффектов и 

пространственного усреднения по 100 периодам, приобретает форму 

близкую к гармонической [28].  

Значения интенсивности света считываются с помощью четырех 

фотодиодов, которые сдвинуты друг относительно друга на четверть 
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периода. Фотодиоды, сдвинутые на половину периода, соединяются 

параллельно по два для исключения постоянной составляющей сигнала. 

Таким образом, с выходов фотодиодов выделяются токовые сигналы, 

имеющие синусоидальную и косинусоидальную формы. Выбором геометрии 

и размера растров можно добиться синусоидальной формы сигналов, 

снимаемых с фотоприемника. Для определения точной формы сигнала и 

исследования метрологических характеристик измерителей линейных 

перемещений была разработана интерференционная система [28] (рис. 6.40). 

Штриховыми линиями показан ход оптических лучей. 

 

 

 

Рис. 6.40. Измерительная система для измерения качества сигналов датчика линейных 

перемещений: 

1–неподвижная часть преобразователя линейных перемещений; 2–

перемещаемая часть; 3–аналогово-цифровой преобразователь; 4–устройство 

ввода оптических изображений; 5–шаговый двигатель с устройством 

управления; 6–зеркала; 7–стальная струна; 8–лазер; 9–компьютер 
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Система состоит из интерферометра Тваймана-Грина, интерферирующие 

пучки в котором отражаются от зеркал 6, закрепленных на подвижной и 

неподвижной частях измерителя. Схема построена так, чтобы обеспечить 

измерение относительных перемещений подвижной и неподвижной частей. 

Наблюдаемая интерференционная картина имеет структуру параллельных 

полос с шагом 0.5 длины волны. Перемещение подвижной и неподвижной 

частей оптического преобразователя осуществлялось с помощью 

управляемого от компьютера шагового двигателя, передающего усилие на 

стальную струну, связанную с подвижной частью линейки. Это позволило 

вследствие снижения «дребезга» интерференционных полос, вызванного 

вибрациями шагового двигателя, уменьшить измеряемый шаг перемещения 

до 0.05 длины волны. При этом интерференционные полосы перемещались 

пропорционально заданному шаговым двигателем сдвигу. 

Интерференционная картина с помощью устройства ввода оптических 

изображений вводилась в компьютер для контроля за точностью задаваемого 

перемещения. Использовалось устройство ввода на основе телевизионной 

камеры с форматом 768 х 576 х 8 бит. Расстояние между полосами 

определялось выделением пиков после пространственного усреднения по 

нескольким полосам. Аналоговый сигнал с выхода измерителя поступал на 

вход двухканального двенадцатиразрядного аналоговоцифрового 

преобразователя, для регистрации в компьютере синусоидального и 

косинусоидального сигнала с выхода датчика. В компьютере производилось 

цифровое сравнение значения сигналов с преобразователя со значениями 

перемещений, полученных в интерферометре. Экспериментальная установка 

обеспечивала измерения амплитуды информационных сигналов синуса и 

косинуса с разрешением 4096 отсчетов. При этом линейная точность 

измерения перемещений составляла около 0.05 мкм. Для устранений влияний 

внешних факторов на повторяемость результатов измерений были приняты 

специальные меры по температурной стабилизации установки, исключению 

турбулентности воздушной среды и защите от вибраций. 
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В результате исследований было установлено, что форма выходных 

сигналов близка к гармонической. Разброс значений фаз информационного 

сигнала для взаимно соответствующих точек периода на измеряемой длине 

линейки равной 150 мм, составляет не более 0.5 %. Это соответствует 

возможности использования 200 отсчетов на измеряемом периоде 20 мкм. 

Такая повторяемость является достаточной для реализации алгоритма 

целочисленного кодирования. Таким образом, серийно изготавливаемые 

измерители линейных перемещений имеют характеристики достаточные для 

изготовления на их основе измерителей абсолютных перемещений. 

Измеритель абсолютных перемещений может быть изготовлен на основе 

преобразователей накопительного типа. Схема такого измерителя показана 

на рис. 6.41. 

 

 
 

Рис.6.41. Структурная схема измерителя абсолютных перемещений: 

1–шкала измерительных растров; 2–шкала индикаторных растров; 3–осветитель; 4–

фотоприемник; 5–аналогово-цифровой преобразователь (АЦП); 6–блок целочисленной 

обработки; 7–блок индикации 
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Устройство работает следующим образом. Свет, излучаемый осветителем 

3, проходит через измерительный 1 и индикаторный 2 растры, 

расположенные в непосредственной близости. Модулированный по 

амплитуде световой поток поступает на фотоприемник 4, который 

вырабатывает пропорциональный по освещенности фототок. Фототок 

поступает на вход АЦП 5, где преобразуется в цифровой код, который 

поступает в блок целочисленной обработки 6, где производят расчет 

перемещения и выдача результатов в блок индикации 7. Предложенный 

измеритель имеет в отличие от других существующих измерителей 

абсолютных перемещений меньшее количество растровых шкал. В отличие 

от преобразователей последовательного счета в нем не требуются 

накопления, определенные на предыдущих шагах значений, используются 

лишь локальные измерения. Кроме того, абсолютное перемещение 

определяется по измерениям в одной точке шкалы. Процесс измерения не 

связан с перемещением растров, поэтому достоверность и скорость 

измерения существенно увеличиваются.  
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Приложение 1 

 

Преобразование Фурье 

 

Интегральное преобразование Фурье и ряды Фурье являются основой 

гармонического анализа. Получаемые в результате преобразования 

коэффициенты Фурье поддаются достаточно простой физической интерпретации, 

причем простота ни в коем случае не умаляет важности последующих выводов о 

характере исследуемого сигнала. Применение интегрального преобразования и 

рядов Фурье (в вычислениях, аналитических преобразованиях) очень наглядно, 

все необходимые свойства и формулы описываются с помощью всего двух 

действительных функций sin(t), cos(t) (или одной комплексной — синусоидальной 

волны exp(it) = cos(t) + i sin(t), i= 1 ) и достаточно легко выводятся. 

 

Ряды Фурье. 

 

Пусть L
2
(0, 2) — пространство квадратично интегрируемых функций с конечной 

энергией (нормой) 

 



2

0

2
)2,0(,)( tdttf                                              (П1.1) 

Это — определение кусочно-непрерывной функции f(t). Она может быть 

периодически расширена и определена на всей оси R(-,) так, что 

Rttftf  ),2()(   

Любая функция f(t) из пространства 2–периодических квадратично 

интегрируемых функций может быть представлена в виде ряда Фурье: 






 )exp()( ntictf n      (П1.2) 

Коэффициенты Сп в (П1.2) имеют вид 

dtntitfcn )exp()()2(
2

0

1





 ,    (П1.3) 
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и ряд (П1.2) равномерно сходится к f(t): 

.0)exp()(lim
2

0

2

,
 


dtntictf

N

M
n

NM



 

Отметим, что 

,...1,0,1...,),exp()(  nntitwn                     (П1.4) 

есть ортонормированный базис пространства L
2
(0,2), построенный с помощью 

масштабного преобразования единственной функции w(t) = exp(it) таким образом, 

что wn(t) = w(nt). 

Итак, каждая 2 - периодическая квадратично интегрируемая функция может 

быть получена суперпозицией масштабных преобразований базисной функции 

w(t) = exp(it) = cos(t)+isin(t), т.е. является композицией синусоидальных волн с 

различными частотами (с коэффициентами, зависящими от номера гармоники). 

Для коэффициентов рядов Фурье выполняется равенство Парсеваля: 
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221 )()2( ncdttf .     (П1.5) 

На основе базиса (П1.4) запишем интегральное Фурье-преобразование: 


x

dxxixfF ]2exp[)()(      (П1.6) 

Двумерное интегральное Фурье-преобразование: 

 
),(

)](2exp[),(),(
yx

yxyx dxdyyxiyxfF  .  (П1.7) 

 

Дискретное преобразование Фурье 

 

Наиболее простым способом дискретного описания f(x,у) является задание 

ее в виде матрицы отсчетов f(k,l), взятых на прямоугольном растре с некоторым 

шагом по координатам x, y. Это описание естественно  основывать на теореме 

отсчетов. Переход от него к непрерывной функции f(x,у) осуществляется путем 

линейной интерполяции отсчетов. Математически интерполяция может быть 

описана как свертка последовательности 
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с некоторой интерполирующей функцией W(x,y). В этом выражении () - дельта-

функция Дирака. Диапазоны значений k и l, Nx и Ny определяются размерами 

транспаранта и шагом дискретизации. 

Подставив (П1.8) в (П1.7), найдем, что Фурье-спектр дискретного объекта 

f(х, у) может быть вычислен в виде конечной суммы 
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Свойства ДПФ 

 







 



 N

kri

N
a

N

k
kr




2
exp

1 1

0

 — прямое ДПФ,     (П1.10) 







 



 N

kri

N
a

N

r
kk




2
exp

1 1

0

  — обратное ДПФ.    (П1.11) 

 

Встречаются другие определения ДПФ. Иногда все масштабные постоянные 

помещается в выражения для ОДПФ. Иногда знаки экспонент заменяются на 

противоположные. 

 

1. Спектральная составляющая в центре координат частотной 

плоскости равна увеличенному в N  раз среднему (по исходной 

плоскости) значению яркости изображения. 
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2. Цикличность: 

Nrra mod)(  
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Спектр Фурье является, по существу, представлением исходного поля в виде 

ряда Фурье. Для того, чтобы это представление было верным (ряд должен 

сходится), предполагается, что исходное изображение также обладает 

периодичностью. Поэтому последовательность коэффициентов ДПФ является 

также периодичной функцией.  

3. Теорема о комплексно-сопряженной симметрии: 
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Понятия симметрии, четности и нечетности, в отличие от непрерывных сигналов, 

определены не относительно точки с номером 0, а относительно точки с номером 

N/2. 

4. Теорема сдвига. 

)/2exp(ДПФ}{ 0mod0
Nrkira Nkk    

При умножении на экспоненту коэффициенты преобразования Фурье сдвигаются. 

5. Теорема о цикличной свертке: 
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В отличие от интегрального преобразования Фурье, ДПФ от произведения 

дискретных спектров сигналов дают не арифметическую, а циклическую свертку, 

т.е. свертку сигналов, периодически продолженных за пределы заданного 

интервала.  

Аналогичные соотношения и теоремы справедливы и для двумерного 

случая, с той разницей, что последовательности следует рассматривать как 

периодические по двум индексам. 

Двумерное ДПФ представляется в виде: 
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Двумерное преобразование можно выполнить в виде последовательных 

одномерных преобразований по строкам и по столбцам. 

В дифракционной картине, полученной с помощью когерентной оптической 

системы для диапозитива с коэффициентом пропускания f(x,y), гармоника с 

нулевой частотой оказывается в центре. В двумерном дискретном фурье-спектре 

для того, чтобы начало координат оказалось в центре, необходимо переставить 

коэффициенты, или же предварительно необходимо отсчеты изображения 

умножить на коэффициенты вида (-1)
k+l

 (свойство 4), зная, что e
i(k+l)

=(-1)
k+l

. 

 

Быстрое преобразовании Фурье 

 

Если непосредственно производить вычисления по формуле (П1.10), то для 

нахождения всех N коэффициентов а, необходимо проделать примерно N
2 

комплексных операций (N умножений и N (N-l) комплексных сложений для 

одного числа). Даже при небольших значениях N это число может оказаться 

очень большим. Практическое значение при числовой обработке сигналов ДПФ 

приобрело после изобретения так называемых быстрых алгоритмов 

преобразования Фурье (БПФ). Этот алгоритм предложили Кули и Таки в 1965г. 

Возможность сокращений числа операций при вычислении ДПФ станет 

очевидной, если рассмотреть двумерное ДПФ. Действительно, для двумерного 

массива размерностью NM благодаря тому, что двумерное ДПФ разбивается на 

два одномерных, кол-во операций равно приблизительно WM для ДПФ по 

строкам и NM
2 

по столбцам, т.е. NM(M+N), а не N
2
M

2
операций, как это было бы 

для одномерного массива той же длины. Очевидно, для n-мерного массива 

размерностью N1N2…Nn количество требуемых операций будет порядка 

N1N2…Nn (N1+N2+…+Nn), т.е. в (N1N2…Nn)/(N1+N2+…+Nn) раз меньше, чем для 

одномерного массива такой же длины. Т.е., если представить одномерное ДПФ в 
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виде многомерного, то число операций резко сократится. Такое представление 

возможно, если размерность массива определяется составным числом: 

.N...NNN n21  

Разберем эту возможность на примере двух сомножителей N = N1N2. В этом 

случае индексы k и s могут быть представлены в системе счисления с 

основаниями N1 и  N2: 

,sNss,kNkk 221112     (П1.11) 

где .1,...,1,0,;1,...,1,0, 222111  NskNsk   

Подставив (2.11) в (2.7), получим 
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Таким образом, исходное ДПФ оказалось сведенным к двум ДПФ, производимым 

над уменьшенными массивами.  

Простые для реализации алгоритмы получаются тогда, когда N = 2
n
. В этом 

случае количество требуемых операций уменьшается с N
2
 до 2N log2N = 2Nn, т.е. 

при больших N число операций уменьшается в десятки-сотни раз. 

Заметим, что при такой организации вычислений – коэффициенты получаются 

в так называемом инверсном порядке, определенном инверсией разрядов в 

позиционно-численном представлении их номеров по сложному основанию. 

Рассмотрим N=2
3 
: 

0 000 000 0 

1 001 100 4 

2 010 010 2 

3 011 110 6 

4 100 001 1 
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5 101 101 5 

6 110 011 3 

7 111 111 7 

Во втором столбце этой таблицы представлены двоичные представления 

номеров первого столбца. Число двоичных разрядов равно степени (N=2
3
, 

следовательно степень равна 3). В третьем столбце представлены инвертированные 

относительно центра двоичные разряды. В четвертом соответствующие им числа в 

десятичном представлении. 

Вычислительный процесс БПФ наглядно характеризуется графом. Для N =16  

n=4  (2
4
=16). Перевод в коэффициенты Фурье осуществляется за 4 итерации. 

 

На каждой итерации предыдущий массив переводится в новый массив путём 

сложения и вычитания. Знаки в кружках означают операции, которые нужно 

проделать с числом исходного массива, чтобы получить число, соответствующее 
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данному кружочку. Парные кружки означают, что данное число нужно умножить 

на 







k

p
i

2
2exp  , причём k соответствует номеру итерации, а p записано во втором 

кружочке. 

Существует множество программных реализаций этой схемы. Ниже показан 

наиболее простой текст программы на языке С++. 

void fft(double_complex a[], int m, int kk) 

{ double_complex u,w,t; 

  int i,j,ip,k,l; 

  if (kk > 0) kk=1; else kk=-1; 

  int n=(int)pow(2.,m); int n1=n>>1; 

    for (i=0, j=0, k=n1; i<n-1; i++, j=j+k) 

    {  if (i<j) { t=a[j]; a[j]=a[i]; a[i]=t; } 

       k=n1; 

       while(k<=j){ j=j-k; k=k>>1; } 

    } 

    double pi=3.141592653589793; 

    for (l=1; l<=m; l++) 

    {   int ll=(int)pow(2.,l), ll1=ll>>1; 

        u=double_complex(1.,0.); 

        w=double_complex(cos(pi/ll1),kk*sin(pi/ll1)); 

        for (j=1; j<=ll1; j++) 

        { for (i=j-1; i<n; i=i+ll) 

           { ip=i+ll1; t=a[ip]*u; a[ip]=a[i]-t; 

a[i]=a[i]+t; } 

            u=u*w; 

        } 

    } 

    for (i=0; i<n; i++)  a[i]=a[i]/sqrt((double)n); 

} 

 

В подпрограмме три параметра: 

1. комплексный массив входных значений; 

2. степень, соответствующая размеру массива (для 256 значений степень равна 

8, поскольку 256=2
8
); 

3. 0 – для быстрого преобразования, -1 – для обратного преобразования. 

Результаты преобразования записываются в комплексный входной массив. 
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Программу можно усовершенствовать перейдя к целочисленной арифметике и 

хранить все вычисляемые комплексные значения sin() и cos() в промежуточных 

массивах. При этом скорость выполнения значительно возрастет. 

Подпрограмма состоит из двух частей: 

1. Первый выделенный прямоугольник. Выполняется инверсное 

перемешевание. Эту часть алгоритма можно написать в машинных кодах 

для ускорения выполнения. 

2. Второй прямоугольник. Операторы, которые выполняют основную 

вычислительную процедуру на каждой итерации над парой комплексных 

чисел. 

 

На каждой итерации предыдущий массив переводится в новый массив 

путём сложения и вычитания. Знаки в кружках означают операции, которые 

нужно проделать с числом исходного массива, чтобы получить число, 

соответствующее данному кружочку. Парные кружки означают, что данное 

число нужно умножить на 







k

p
i

2
2exp  , причём k соответствует номеру 

итерации, а p записано во втором кружочке. Эта операция получила 

название «бабочка» из-за внешнего сходства графа. Основное время 

вычисления алгоритма зависит от выполнения этой элементарной операции. 

Для вычисления в реальном времени создаются специальные 

спецпроцессоры, в которых «бабочка» выполняется с максимальной 

скоростью. Параллельные одновременные вычисления всех таких операций 

в одной итерации позволяет создать эффективные быстродействующие 

специализированные устройства. 
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Приложение 2 

 

Основы теории вейвлет-анализа 

 

Базовые определения 

 

Термин "вейвлет" (дословный перевод — маленькая волна или «всплеск») 

появился сравнительно недавно — его ввели Гроссман и Морле (Grossman & 

Morlet) в середине 80-х годов в связи с анализом свойств сейсмических и 

акустических сигналов.  

Вейвлет-преобразование одномерного сигнала состоит в его разложении по 

базису,   сконструированному  из  обладающей  определенными  свойствами 

солитоноподобной функции (вейвлета) посредством масштабных изменений и 

переносов. Каждая из функций этого базиса характеризует как определенную 

пространственную (временную) частоту, так и ее локализацию в физическом 

пространстве (времени). 

Таким образом, в отличие от традиционно применяемого для анализа 

сигналов преобразования Фурье вейвлет-преобразование обеспечивает 

двумерную развертку исследуемого одномерного сигнала, при этом частота и 

координата рассматриваются как независимые переменные. В результате 

появляется возможность анализировать свойства сигнала одновременно и в 

физическом (время, координата), и в частотном пространствах. Сказанное легко 

обобщается на неодномерные сигналы или функции. 

В зарубежной литературе уже принято спектр Фурье называть single 

spectrum в отличие от спектра, полученного на основе коэффициентов вейвлет-

преобразования, — time-scale spectrum, или wavelet spectrum. 

Известны трудности, встречающиеся при обработке коротких 

высокочастотных сигналов или сигналов с локализованными частотами.  Вейвлет-

преобразование оказывается очень удобным инструментом для адекватной 
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расшифровки таких данных, поскольку элементы его базиса хорошо 

локализованы и обладают подвижным частотно-временным окном. 

 

Разложение по вейвлетам 

 

Рассмотрим пространство L
2
(R) функций f(t), определенных на всей 

действительной оси       R(-,) и обладающих конечной энергией (нормой) 

 




dt)t(fE
2

f .     (П2.1) 

Функциональные пространства L
2
(0,2) и L

2
(R) существенно различны. В 

частности, локальное среднее значение каждой функции из L
2
(R) должно 

стремиться к нулю на ± . Синусоидальная волна не принадлежит L
2
(R), и, 

следовательно, семейство синусоидальных волн w« не может быть базисом 

функционального пространства L
2
(R). Попробуем найти достаточно простые 

функции для конструирования базиса пространства L
2
(R). "Волны", образующие 

пространство L
2
(R), должны стремиться к нулю на ± и для практических целей, 

чем быстрее, чем лучше. Рассмотрим в качестве базисных функций вейвлеты — 

хорошо локализованные солитоноподобные "маленькие волны" (дословный 

перевод слова wavelet). Как и в случае с пространством L
2
(0,2), которое 

полностью формировалось с помощью одной базисной функции w(t), 

сконструируем функциональное пространство L
2
(R) также с помощью одного 

вейвлета (t). Отметим, что это может быть вейвлет с одной частотой или с 

набором частот (frequency bands). Начнем с дискретных преобразований. 

Как же с помощью быстро стремящейся к нулю локализованной функции 

покрыть всю ось R(-,). Наиболее просто это можно сделать, предусмотрев 

систему сдвигов (переносов) вдоль оси. Пусть для простоты они будут целыми, 

т.е. (t-k). 

Введем аналог синусоидальной частоты. Для простоты и определенности 

запишем ее через степени двойки: (2
j
t-k), здесь j и k — целые числа (j, k I). 
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Таким образом, с помощью дискретных масштабных преобразований (1/2
j
) 

и сдвигов (k/2
j
) мы можем описать все частоты и покрыть всю ось, имея 

единственный базисный вейвлет (t). 

Напомним определение нормы: 










dt)t(q)t(pq,p

p,pp

*

2/1

2

 

(звездочка обозначает комплексное сопряжение). Следовательно, 

,)t(2)kt2(
2

2/j

2

j    

т.е. если вейвлет (t)  L
2
(R) имеет единичную норму, то все вейвлеты семейства 

{jk } вида 

Ik,j),kt2(2)t( j2/j
jk     (П2.2) 

также нормированы на единицу, т.е. .1)()(
22
 ttjk   

Вейвлет   (t)  L
2
(R) называется   ортогональным,   если   определенное 

соотношением (П2.2) семейство {jk} представляет собой ортонормированный 

базис функционального пространства L
2
(R), т.е. 

kmjllmjk ,   

и каждая функция f  L
2
(R) может быть представлена в виде ряда 

 








k,j
jkjk ),t(c)t(f     (П2.3) 

равномерная сходимость, которого в L
2
(R) означает, что 

0cflim

2

N

M

N

M
jkjk

N,M,N,M

2

2

1

1
2211

  
 
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Простейшим примером ортогонального вейвлета является HAAR-вейвлет, 

названный так по имени предложившего его Хаара (Haar), и определяемый 

соотношением 

















.1t,0t,0

,1t2/1,1

,2/1t0,1

)t(H       (П2.4) 

Легко видеть, что любые две функции H

jk , H

lm   полученные из этого 

вейвлета по формуле (П2.2) с помощью масштабных преобразований 1/2
j
, 1/2

l
 и 

сдвигов k/2
j
, m/2

l
 ортогональны и имеют единичную норму. 

Сконструируем базис функционального пространства L
2
(R) с помощью 

непрерывных масштабных преобразований и переносов вейвлета (t) с 

произвольными значениями базисных параметров — масштабного коэффициента 

а и параметра сдвига b: 

 

).R(L,Rb,a,
a

bt
a)t( 22/1

ab 






 



 (П2.5) 

На его основе запишем интегральное вейвлет-преобразование: 

 

    .)()(),( *

,

*2/1



















 
 dtttfdt

a

bt
tfabafW ba  (П2.6) 

Проводя дальнейшую аналогию с преобразованием Фурье, коэффициенты Cjk=[f, 

jk(t)] разложения (П2.3) функции f в ряд по вейвлетам можно определить через 

интегральное вейвлет-преобразование: 

 

  .
2

k
,

2

1
fWc

jjjk 







       (П2.7) 

В дальнейшем иногда вместо [Wf] для коэффициентов (амплитуд) вейвлет-

преобразования используются обозначения W(a,b) или Wf, или W[f]. 

Итак, каждая функция из L
2
(R) может быть получена суперпозицией масштабных 

преобразований и сдвигов базисного вейвлета, т.е. является композицией 
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"вейвлетных волн" (с коэффициентами, зависящими от номера волны (частоты, 

масштаба) и от параметра сдвига (времени)). 

 

 

 

Рис. П2.1. МНАТ-вейвлет при масштабах: а)1, 6)5, в) 10, г) 30. 

 

Обратное вейвлет-преобразование 

 

Синусоидальная волна формирует ортонормированный базис 

функционального пространства L
2
(0,2), и с обратным преобразованием Фурье 

проблем не возникает. Ортонормированность же базисов пространства L
2
(R), 

построенных на основе вейвлетов, определяется и выбором базисного вейвлета, и 

способом построения базиса (значениями базисных параметров a, b). 

Конечно же, вейвлет может считаться базисной функцией L
2
(R) только в 

том случае, если построенный с его помощью базис ортонормирован и обратное 

преобразование  существует.  Однако  строгие  доказательства  полноты  и 

ортогональности сложны и громоздки. Кроме того, для практических целей часто 

достаточно бывает устойчивости и "приблизительной" ортогональности системы 

функций разложения, т.е. достаточно, чтобы она была "почти базисом". Как 

правило, для анализа сигналов используются такие "почти базисные" вейвлеты. 

Выпишем обратное преобразование лишь для тех двух случаев, что 

описаны выше: для базиса (П2.2), допускающего расширения и сдвиги (1/2
j
 k/2

j
), 

j, k  I, и базиса (3-5), построенного при произвольных значениях (a, b), a, b  R. 
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При базисных параметрах (a, b), a, b  R обратное вейвлет-преобразование 

записывается с помощью того же базиса (П2.5), что и прямое: 

 

 
2ab

1

a

dadb
)t()b,a(fWC)t(f   


 ,    (П2.8) 

С — нормализующий коэффициент (аналогичный коэффициенту (2)
l/2

, 

нормализующему преобразование Фурье): 







  d)(ˆC

12
 

(крышечкой сверху обозначается фурье-образ). 

Условие конечности константы C , ограничивает класс функций (t)  L
2
(R), 

которые могут быть использованы в качестве базисных вейвлетов. В частности, 

очевидно, что образ Фурье ̂  должен быть равен нулю в начале координат  = 0 

и, следовательно, должен быть равен нулю по крайней мере нулевой момент: 

.0dt)t( 




 

Чаще всего в приложениях достаточно рассмотрения только положительных 

частот, т.е. а > 0; вейвлет, соответственно, должен удовлетворять условию 

.d)(ˆ2d)(ˆ2C

0

12

0

12







   

В случае дискретного вейвлет-преобразования устойчивый базис определяется 

следующим образом. 

Функция (t)  L
2
(R) называется R-функцией, если базис {jk}, 

определенный выражением (П2.2), является базисом Рисса (Riesz) в том смысле, 

что существуют две константы А и B, 0<А<;В<, для которых соотношение 

2

2jk

2

2k
jkjk

j

2

2jk }c{Bc}c{A  








 

выполняется при любой (ограниченной, дважды квадратично суммируемой) 
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последовательности {сjk}: 












k

2
jk

j

2

2jk .c}c{  

Для любой R-функции существует базис {jk
} — "двойник" базиса {jk } (в том 

смысле, что kmjllmjk ,  ),  с помощью которого можно построить 

реконструкционную формулу 

 








k,j

jk
k,j )t(,f)t(f      (П2.9) 

Если  – ортогональный вейвлет и {jk} – ортонормированный базис, то 

{jk
} и {jk} совпадают и формула (П2.9) является формулой обратного 

преобразования. Если  — не ортогональный вейвлет, но является 

двухместным или парным R-вейвлетом (dyadic wavelet), то он имеет двойника 

, с помощью которого двойник семейства {jk} строится подобно базису 

(П2.2): 

.Ik,j),kt2(2)t( j
*

2/j
jk

*
jk    (П2.10) 

В общем же случае реконструкционная формула (П2.9) даже не обязательно 

является вейвлет-рядом в том смысле, что  не является вейвлетом и {jk} может 

не иметь базиса-двойника, построенного по типу (П2.5). 

 

Базисные функции вейвлет-преобразования 

 

 

Определение вейвлета 

 

Любая локализованная R-функция (t)  L
2
(R) называется R-вейвлетом 

(или просто вейвлетом), если для нее существует функция   L
2
(R) (ее пара, 
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двойник) такая, что семейства {jk} и {jk} построенные согласно (П2.2) и 

(П2.10), являются парными базисами функционального пространства L
2
(R). 

Каждый таким образом определенный вейвлет  , независимо от того, 

ортогональный он или нет, позволяет любую функцию f  L
2
(R)   представить в 

виде ряда (П2.3), коэффициенты которого определяются интегральным вейвлет-

преобразованием f относительно .  

Вейвлет-двойник  — единственный и сам является R-вейвлетом. Пара 

(,) симметрична в том смысле, что   в свою очередь является двойником для 

. 

Если R-вейвлет   обладает свойством ортогональности, то  =  и jk = jk  

—ортогональный базис. 

Для многих практических целей достаточно, чтобы вейвлет  обладал свойством 

полуортогональности, т.е. чтобы его базис Рисса {jk} удовлетворял 0lmjk  , , 

при            j = l, j, k, l, m  I. 

R-вейвлет   называется   неортогональным,   если   он   не   является 

полуортогональным вейвлетом. Однако, будучи R-вейвлетом, он имеет двойника, 

и пара (,)  дает возможность сформировать, семейства {jk}  и {jk}, 

удовлетворяющие условию биортогональности  kmjllmjk  , , при j,k,l,m  I  и 

позволяющие построить, полноценные ряд по вейвлетам и реконструкционную 

формулу. 

С   необходимостью   иметь   обратное   вейвлет-преобразование   (или 

реконструкционную формулу) связано большинство ограничений, 

накладываемых на вейвлет. 

 

Признаки вейвлета 

Для практического применения важно знать признаки, которыми 

обязательно должна обладать функция, чтобы быть вейвлетом; приведем их здесь, 

а также рассмотрим в качестве примеров некоторые хорошо известные функции и 

их соответствие этим необходимым признакам. 
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Локализация. Вейвлет-преобразование в отличие от преобразования Фурье 

использует локализованную базисную функцию. Вейвлет должен быть 

локализован и во временном пространстве, и по частоте. 

Нулевое среднее: 

0)( 




dtt .     (П2.11) 

Часто для приложений оказывается необходимым, чтобы не только нулевой, но и 

все первые т моментов были равны нулю: 

 

0)( 




dtttm .      (П2.12) 

Такой вейвлет называется вейвлетом n-го порядка. Обладающие большим числом 

нулевых моментов вейвлеты позволяют, игнорируя наиболее регулярные 

полиномиальные   составляющие   сигнала,   анализировать   мелкомасштабные 

флуктуации и особенности высокого порядка.  

Ограниченность: 

 dtdt)t(
2

     (П2.13) 

Оценка хорошей локализации и ограниченности может быть записана в виде 

1
n

0
2

k1)(ˆ






   

здесь 0 — доминантная частота вейвлета, число п должно быть возможно 

большим. 

Автомодельность базиса: Характерным признаком базиса вейвлет-

преобразования является его самоподобие. Все вейвлеты данного семейства ab(t)   

имеют то же число осцилляции, что и базисный вейвлета (t, поскольку получены 

из него посредством масштабных преобразований и сдвигов. 

Среди приведенных далее функций есть и вейвлеты, и функции, которые по 

тем или иным причинам вейвлетами быть, не могут. 
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Например, -функция и синус не удовлетворяют необходимому условию 

одновременной локализации во временном пространстве и в пространстве частот: 

хорошо локализованная в t-пространстве -функция не обладает этим свойством в 

k-пространстве; наоборот, хорошо локализованный в k-пространстве синус не 

обладает этим свойством в t-пространстве. 

Функция Габора 

 
2/12

2
0

0
)2(
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)tt(
expi)tt(iexp)t(G
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


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
  

представляет собой модулированную функцию Гаусса с четырьмя параметрами: 

сдвига t0, стандартное (среднеквадратичное) отклонение , частота модуляции  

и фазовый сдвиг . Разложение по функциям Габора является разложением по 

модулированным фрагментам синусоид. Длина фрагментов для всех частот 

постоянна, что дает различное число осцилляции для разных гармоник. Отсюда 

следует, что достаточно хорошо локализованная и в t-, и в k- пространстве 

функция Габора не может быть базисной функцией вейвлет-преобразования, 

поскольку построенный на ее основе базис не обладает свойством самоподобия. 

HAAR-вейвлет (см. формулу (П2.4)) — пример ортогонального дискретного 

вейвлета, порождающего ортонормированный базис. Недостатками этого 

вейвлета являются негладкость — резкие границы в t-пространстве, вследствие 

чего возникают бесконечные (убывающие как k
-1

) "хвосты" в k- пространстве, а 

также несимметрия формы. Для некоторых приложений эти недостатки 

несущественны, а иногда односторонность вейвлета даже становится 

достоинством. Часто применяется очень похожий, также дискретный, но 

симметричный FHAT-вейвлет, более известный под названием "Французская 

шляпа" (French hat — похож на цилиндр): 
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здесь (k) — функция Хевисайда ( (k) = 1 при k > 0 и 0(k) = 0 при k < 0). 

FHAT-вейвлет, нерегулярный во временном пространстве и недостаточно быстро 

спадающий в пространстве частот, и LP-вейвлет (вейвлет Литтлвуда-Пэли 

(Littlewood & Paley)), наоборот, имеющий резко очерченные границы в k-

пространстве и плохо спадающий в t-пространстве, можно считать предельными 

случаями, между которыми находятся практически все вейвлеты. 

 

Примеры вейвлетобразующих функций 

 

Поскольку   вейвлет-преобразование   есть   скалярное   произведение 

анализирующего вейвлета на заданном масштабе и анализируемого сигнала, 

коэффициенты W(a,b) содержат комбинированную информацию об 

анализирующем вейвлете и анализируемом сигнале (как и коэффициенты 

преобразования Фурье, которые содержат информацию о сигнале и о 

синусоидальной волне). 

Выбор анализирующего вейвлета, как правило, определяется тем, какую 

информацию необходимо извлечь из сигнала. Каждый вейвлет имеет характерные 

особенности во временном и в частотном пространстве, поэтому иногда с 

помощью разных вейвлетов можно полнее выявить и подчеркнуть те или иные 

свойства анализируемого сигнала. 

Вещественные базисы часто конструируются на основе производных 

функции Гаусса: 
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(здесь mmm
t t/[...]  ,m1). Более высокие производные имеют больше 

нулевых моментов и позволяют извлечь информацию об особенностях более 

высокого порядка, содержащихся в сигнале. 

На рисунке П2.2а, б показаны вейвлеты, полученные при т = 1 и т = 2 

соответственно. Из-за их формы первый называют обычно WAVE-вейвлет, 

второй — МНАТ-вейвлет, или "Мексиканская шляпа" (Mexican hat — похож на 

сомбреро). 

МНАТ-вейвлет, имеющий узкий энергетический спектр и два равных нулю 

момента (нулевой и первый), хорошо приспособлен для анализа сложных 

сигналов. 

На основе функции Гаусса строится также хорошо известный DOG-вейвлет 

(Difference of Gaussians): 
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Примеры комплексных вейвлетов приведены на рис. П2.2в, г (показаны их  

действительные составляющие).  
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Рис. П2.2. Примеры часто используемых вейвлетов: (a) WAVE, (б) МНАТ, (в) 

Morlet, (г) Paul, (д) LMB, (e) Daubechies. Показаны вейвлеты в зависимости от 

времени (левая колонка) и их образы Фурье (правая колонка). 

 

Наиболее часто используемый комплексный базис строится на основе хорошо 

локализованного в k- и г-пространстве вейвлета Морле (Morlet): 
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плоская волна, модулированная гауссианом единичной ширины. На рисунке 

П2.2в вейвлет Морле показан для k0 = 6. С увеличением k0 возрастает угловая 

избирательность базиса, но ухудшается пространственная. 

Часто применяемый в квантовой механике вейвлет Пауля (Paul) 
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показан на рис. П2.2г для т = 4 (чем больше т, тем больше нулевых моментов 

имеет вейвлет). 
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Представленные комплексные вейвлеты являются прогрессивными. Так 

называются вейвлеты, имеющие нулевые коэффициенты Фурье при 

отрицательных значениях волновых чисел. Они хорошо приспособлены для 

анализа сигналов, для которых важен принцип причинности: эти вейвлеты 

сохраняют направление времени и не создают паразитной интерференции между 

прошлым и будущим. 

Отметим, что при анализе комплексного одномерного сигнала или при 

использовании комплексного анализирующего вейвлета в результате вейвлет-

преобразования получаются двумерные массивы значений модуля коэффициентов 

и фазы: 

)]b,a(iexp[|)b,a(W|)b,a(W   

На рисунке П2.2д,е приведены примеры вейвлетов, которые часто служат основой 

для построения ортогональных дискретных базисов (типа (П2.2)) с помощью 

процедуры Малла (Mallat): LMB-вейвлет, предложенный Лемарье, Мейером и 

Бэтлом (Lemarie, Meyer, Battle) и один из вейвлетов Добечи. Это биортогональные 

вейвлеты, имеющие пару (двойника), необходимую для получения 

реконструкционной формулы. В цитированных работах представлены другие 

примеры таких вейвлетов и способы их конструирования. 

 

Свойства вейвлет-преобразования 

 

Одномерное преобразование Фурье дает также одномерную информацию об 

относительном вкладе (амплитудах) разных временных масштабов (частот). 

Результатом вейвлет-преобразования одномерного ряда является двумерный 

массив амплитуд вейвлет-преобразования — значений коэффициентов W(a,b). 

Распределение этих значений в пространстве (а, b) = (временной масштаб, 

временная локализация) дает информацию об эволюции относительного вклада 

компонент разного масштаба во времени и называется спектром коэффициентов 

вейвлет-преобразования, (частотно-) масштабно-временным спектром или 
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вейвлет-спектром (time-scale spectrum, или wavelet spectrum в отличие от single 

spectrum преобразования Фурье). 

Спектр W(a,b) одномерного сигнала представляет собой поверхность в 

трехмерном пространстве. Способы визуализации этой информации могут быть 

различными. Вместо изображения поверхностей часто представляют их проекции 

на плоскость с изолиниями или изоуровнями, позволяющими проследить 

изменение интенсивности амплитуд вейвлет-преобразования на разных 

масштабах и во времени, а также картины линий локальных экстремумов этих 

поверхностей (так называемый "sceleton"), четко выявляющие структуру 

анализируемого процесса. Термин "скелет" или "скелетон" хорошо отражает 

характер картин линий локальных экстремумов (см. примеры), и мы будем 

использовать его для краткости. 

В тех случаях, когда необходимо показать очень широкий диапазон 

масштабов, визуализация результатов в логарифмических координатах, например, 

(log а, b) предпочтительнее, чем в линейных. 

Ясно, что значение амплитуды вейвлет-преобразования в точке (a0,b0) тем 

больше (по абсолютной величине), чем сильнее корреляция между вейвлетом 

данного масштаба и поведением сигнала в окрестности t = b0. Картина 

коэффициентов демонстрирует, что процесс составляют компоненты разных 

масштабов: экстремумы W(a,b) наблюдаются на разных масштабах, 

интенсивность их меняется и со временем, и с масштабом. 

Мы уже говорили, что вейвлет-преобразование разлагает анализируемый 

процесс на составляющие его волны, компоненты разного масштаба и, кроме 

того, дает "локализованную" во времени информацию о процессе. 

Горизонтальное сечение картины при заданном масштабе а демонстрирует 

изменение компоненты выбранного масштаба со временем. Вертикальное 

сечение картины коэффициентов в некоторый момент времени b демонстрирует 

поведение процесса в окрестности выбранного момента времени (можно 

определить наличие и порядок особенности, набор задействованных масштабов и 

т.д.) 
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Обратим внимание на то, что значение анализируемой функции в точке t0 

влияет на значения коэффициентов преобразования в растущих с масштабом 

временных диапазонах, в так называемом углу влияния (рис. П2-3а). Ясно, что 

угол влияния выглядит иначе, если масштаб меняется не линейно, а по другому 

закону (логарифмическому, степенному). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. П2.3. Угол влияния (а, б) 

и полоса влияния (в). 

 

В свою очередь, коэффициент W(a,b) в точке (a0, b0) зависит от значений 

части ряда из определяемого тем же углом влияния временного диапазона 

(диапазона интегрирования) около b0 (рис. П2.3б, и диапазон этот тем больше, 

чем больше масштаб а0, т.е. высокочастотная (или мелкомасштабная) информация 

вычисляется на основе малых отрезков ряда, а низкочастотная — на основе 

больших. 

Максимальный угол влияния (угол достоверности) отмечает область 

достоверности — область, вне которой коэффициенты W(a,b) вычисляются уже 

по отрезкам, выходящим за границу ряда (по дополненному ряду). Поскольку 

анализируемый ряд всегда конечен и необходимо получить максимум 

информации, полученные вне максимального угла влиянии (с некоторой 

ошибкой) приближенные значения коэффициентов часто сохраняются. Для 

уменьшения ошибки ряд дополняется с учетом его поведения (средним 

значением, известным временным ходом и т.д.). 
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Вейвлет-преобразование может быть записано также через образы Фурье 

сигнала f() и вейвлета (), Легко показать, что влияние компоненты Фурье f()  

испытывают коэффициенты W(a,b), находящиеся в горизонтальной полосе min < 

a0 < max (рис. П2.3в); в свою очередь, на коэффициент W(a,b) в точке (а0,b0) 

влияют все компоненты Фурье f()   сигнала, для которых min < a0 < max. 

Раствор угла влияния и ширина полосы влияния зависят от базисного вейвлета. 

Так, например, используемый МНАТ-вейвлет (рис. П2.2б) хорошо локализован во 

времени и имеет узкий энергетический спектр. Это удачное качество означает, в 

частности, что коэффициенты W{a,V} зависят от малого интервала области частот 

вейвлета, т.е. ширина полосы влияния (min , max) невелика. 

Дискретное вейвлет-преобразование очень хорошо приспособлено для 

быстрого численного алгоритма, использующего широко применяемую 

процедуру быстрого преобразования Фурье (БПФ). 

Непрерывное преобразование выполняется, как правило, прямым 

численным интегрированием. Самая простая (и быстрая) проверка численного 

алгоритма заключается в вычислении вейвлет-преобразования функции Дирака (в 

результате на каждом масштабе должен быть получен анализирующий вейвлет) 

или функции Гаусса (результат легко можно получить аналитически). Проверить 

достаточную плотность дискретизации по масштабу можно, вычислив вейвлет-

преобразование самого анализирующего вейвлета и убедившись в отсутствии 

паразитных деталей. 

Ранее уже отмечалось, что коэффициенты вейвлет-преобразования содержат 

комбинированную информацию об анализирующем вейвлете и анализируемом 

сигнале. Несмотря на это, вейвлет-анализ позволяет получить и объективную 

информацию об анализируемом сигнале, так как некоторые свойства вейвлет-

преобразования не зависят от выбора анализирующего вейвлета. Независимость 

от анализатора делает эти простые свойства преобразования очень важными. 

Выпишем основные элементарные свойства вейвлет-преобразования 

функции  f(t). Будем использовать обозначение W[f]=W(a,b). 

Линейность: 



 393 

).b,a(W)b,a(W]f[W]f[W)]t(f)t(f[W 212121    (П2.14) 

Отсюда, в частности, следует, что вейвлет-преобразование векторной функции есть вектор с компонентами, 

представляющими собой вейвлет-преобразование каждой из компонент анализируемого вектора и отдельности.  

Инвариантность относительно сдвига: 

).bb,a(W)]bt(f[W 00      (П2.15) 

Иэ этого свойства следует коммутативность дифференцирования, в частности, 

][][ fWfW tt   (здесь tt  / ). Вместе с первым свойством это означает 

перестановочность и для производных векторного анализа. 

Инвариантность относительно растяжения (сжатия): 
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Это свойство позволяет, в частности, определять наличие и характер 

особенностей анализируемой функции. 

Дифференцирование: 

     .dt)b,a()t(f)1(fW *m
t

mm
t 





     (П2.17) 

Таким   образом,   чтобы   проигнорировать,   например,   

крупномасштабные полиномиальные составляющие и проанализировать 

особенности высокого порядка или мелкомасштабные вариации функции f, 

безразлично, дифференцировать ли нужное число раз анализирующий вейвлет 

или саму функцию. Это очень полезное свойство, если учесть, что часто функция 

f представляет собой ряд чисел, а анализирующий вейвлет задан формулой. 

Для вейвлет-преобразования существует аналог теоремы Парсеваля и 

выполняется равенство 
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откуда следует, что энергия сигнала может быть вычислена через амплитуды 

(коэффициенты) вейвлет-преобразования подобно тому, как она вычисляется 

через амплитуды преобразования Фурье: 
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.d)t(|)(iB)(A|dt)t(fE 22
f                        (П2.19) 



Приложение 3 

 

Модульная арифметика 

 

Определение:             

Пусть a, b и m Î  (множество целых чисел ), m > 1.             

Если m является делителем (b - а), то говорят, что b сравнимо с а             

по модулю m, и пишут                               

 b   a (mod m). 

Соотношения типа а   b (mod m) называются сравнениями. Их свойства 

перечислим в следующих теоремах. 

Теорема 1:            

Пусть а, b, m  Î, m > 1. Тогда следующие три  утверждения 

эквивалентны:                                 

а   b (mod m)                                

 b   a (mod m) 

                                      а - b   0 (mod m).                                   

Теорема 2:              

Пусть а, b, m  Î , m > 1. Если а b (mod m) и           

b   с (mod m) - являются остатками по модулю числа m,            

то в этом случае с   a (mod m). 

Теорема З:              

Пусть а, b, с, d, х, у, m  Î , m >1. Если а   b (mod m) и             

с   d (mod m), то:                            

ax + су =bx + dy (mod m). 

 

 

Теорема 4:            
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Пусть a, b, с, d, m  Î , m > 1. Если а   b (mod m) и  с = d (mod m), то                                

 ас = bd (mod m). 

Теорема 5:            

Система ( Î , +, *), где знаки (+) и  (*) означают операции сложения и 

умножения по модулю  m  соответственно, представляет собой 

конечное коммутативное кольцо с единицей.  

Доказательство: 

                Для доказательства требуется проверить ниже приведённые свойства.                                  

Свойства: 

Замкнутость:    Iba ˆ       Îb*a    

Коммутативность:  |a + b|=|b + a|                       |a * b|=|b * a|  

Ассоциативность:  | а + (b + с) |=| (а + b) + с |   | а *(b * с) | = | (а * b) * с |      

Единственность нуля и единицы:   | а + 0 | = | а |,   | а * 1 | == | а |  

Единственность 

противоположного элемента: |а+a |=0, где a =|-а|=(m-а)  

Дистрибутивность: | а*(b+ с) | = |a*b + а* с | 

 

Для некоторых элементов ( Î , +, *) возможно определение обратных по модулю 

m. Если такой элемент выступает в качестве делителя, то операцию деления 

можно ввести как умножение на обратный по модулю m. 

Определение:               

Если m - простое,  то существует единственное целое с, удовлетворяющее 

уравнению 

|c*b| [m]=|b*c| [m]=l 

Число с называется обратным по модулю m для числа b. 

Однако нужно уметь обрабатывать и отрицательные целые так же легко, как и 

положительные. Одна из возможностей состоит в введении системы 

симметричных вычетов по модулю m. Определим множество 

                       S(m)={-(m-l)/2,...,-2, -1, 0, 1, 2,...,(m-l)/2}, 
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где m должно быть нечётным целым. Каждое целое b  Îможет отображаться 

на некоторое целое s [m]Ŝ   при помощи следующего правила. 

Определение: 

Отображение  /*/[m]: ]m[ŜÎ  определяется формулой  

/b/[m] = s              

тогда и только тогда, когда  

                       b == s (mod m), где (-m/2)<s<(m/2).        

Число /b/[m] называется симметричным вычетом числа b по модулю m. 

Нужно отметить, что частное целых чисел в одномодульной арифметике 

вычетов , если оно существует, всегда целое даже в тех случаях, когда а не 

делится на b. 

 

Из всего выше сказанного следует, что на множестве целых чисел реализуются 

все основные арифметические операции.                   

 

Многомодульная арифметика вычетов. 

Рассмотрим упорядоченное множество   

β=[m(l),m(2),..,m(n)], 

 составленное из n (различных) модулей m(1), m(2), ..., m(n).  

Предположим,  что модули попарно взаимно просты, т.е. числа которые 

взаимно не делятся друг на друга, т.е. 

                                 (m[i],m[j]) = 1,  и ij 

Это множество β называется векторным основанием для числовой системы 

вычетов. 

Определение: 

Для каждого целого s (единственный) упорядоченный набор из n 

вычетов 

|S|[β]=[ |S|[m[1]], |S|[m[2]], ... , |S|[m[n]] ] 
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называется стандартным представлением числа s по 

отношению  к векторному основанию β.             

Каждый из вычетов |S| (m[i]) называется цифрой стандартного            

представления по отношению к векторному основанию β. 

 

Определим  число М  как произведение всех  модулей входящих  в  векторное 

основание β: 

 ]i[mM , где i=1,2,3,…,n. 

Теорема: 

Два целых числа s и t имеют одинаковое стандартное представление к          

векторному основанию β (т.е.  st  ) тогда и только тогда, когда 

                             )Mmod(ts  . 

Следствие: 

Если  t = | s | (М), то t и s имеют одинаковое стандартное 

представление           по отношению к β: 

 st . 

Определение: 

Стандартной  системой вычетов для векторного основания β 

назовем множество (из М элементов) стандартных представлений 

}ÎS:|S{|)(Î   

 

Из всего выше сказанного видно, что элементы конечной числовой системы 

)(Î   находятся во взаимооднозначном соответствии с элементами )M(Î . 

 

Можно  показать, что кольца ),),(Î(   и ),),M(Î(   изоморфны и 

следовательно, многомодульная арифметика вычетов с векторным основанием 

β эквивалентна модульной арифметике вычетов с числом М в качестве модуля. 
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Замечание:  

           Если набор β = [m[l], m[2],...,m[n]] включает в себя только нечетные 

модули в этом случае можно ввести соответствующую симметричную           

систему вычетов для векторного основания β. 

          Тогда любое целое s имеет симметричное представление 

  ])]n[m/(s/]),...,2[m/(s/]),1[m/(s[//s/   

где каждый вычет ])i[m/(s/  в отдельности называется цифрой 

симметричного  представления. 

Симметричная система вычетов определяется как множество всех (а именно, 

М) различных симметричных представлений: 

                                      }Îs:/s{/)(Ŝ  . 

В )(Ŝ   каждое целое s представляется единственным упорядоченным набором 

из n целых чисел /s/ , и это представление взаимно однозначно для целых 

чисел из множества 

}2/)1M(,...,2,1,0,1,2,...,2/)1M({)M(Ŝ   

 

 

 

 

Арифметика в Î  

 

Теорема: 

Пусть а и b - целые числа. Стандартным представлением числа а ± b по 

отношению  к векторному основанию β является упорядоченный набор          из 

n чисел  

|]n[z],...,2[z],1[z|][|ba|  , 

где  

n, ... 2, 1,i (m[i]),(m[i])b(m[i])az[i]   
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Теорема: 

          Пусть а и b - целые числа. Стандартным представлением числа а * b по          

отношению к векторному основанию β является упорядоченный набор          из 

n чисел 

|w[n]w[2],...,w[1],|][|ba|   

где 

n, ... 2, 1,i (m[i]),(m[i])b(m[i])aw[i]   

 

Таким образом, чтобы получить цифры стандартного представления суммы, 

разности или произведения двух целых  чисел, мы просто покомпонентно 

складываем, вычитаем или умножаем цифры стандартного представления 

данных операндов и проводим каждый результат по нужному модулю. 

 

Чтобы научиться выполнять деление в системе стандартных представлений 

вычетами требуется несколько обобщить процедуру, которая применялась в 

одномодульной арифметике. 

 

 

Определение: 

Пусть а - целое, и пусть существуют обратные элементы                

]).n[m(a...,]),2[m(a ]),1[m(a  Тогда упорядоченный набор из n чисел 

])]n[m(a...,]),2[m(a ]),1[m(a[)(a   

           назовем упорядоченным представлением обратного к а числа по 

отношению к векторному основанию β. 

 

Чтобы набор  )(a    существовал, требуется просто существование всех чисел   

])i[m(a , i=1,2,…,n. Очевидна единственность стандартного представления )(a  . 

Теорема: 

          Пусть а и b - целые и )(a   существует. Тогда 
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   c[n]}c[2],...,{c[1],[ββab  , 

где  

                               (m[i])(m[i])a(m[i])bc[i]  , i=1,2,…,n. 

Наша цель - осуществить отображение стандартного представления вычетами 

(по отношению  к β) в единственное целое число в (m)Î . Опишем  способ, в 

котором используется представление целых чисел в системе счисления со 

смешанным основанием. Рассмотрим упорядоченный набор из n целых чисел 

r[n]]r[2],...,[r[1],ρ  

компоненты  которого r[l], r[2],...,r[n] назовем основаниями.  

Пусть R есть произведение оснований, т.е. 

    r[i]R , где I=1,…,n. 

Известно, что каждое целое число s, такое, что 

О  s < R, 

 можно  единственным  образом  представить в виде 

             s = d[0] +d[l](r[l]) +d[2](r[l]r[2]) +...+ d[n-l](r[l]r[2]...r[n-l]), 

где d[0], d[2],..., d[n-l] являются цифрами стандартного представления для 

смешенного  основаниям  удовлетворяют неравенствам 

                            0^d[i:l<r[i+l],i
=
0,l,...,n-l. 

Заметим, что основная роль r[n] служить границей для d[n-l]. 

Упорядоченный  набор цифр d[0], d[2],..., d[n-l] для данного s записывается в 

виде                                        

 1]d[nd[2],...,d[0],][ρs  

Определение: 

Стандартной системой счисления со смешанным основанием для ρ  

назовем множество всевозможных наборов цифр типа <s>[ρ ] для 

целых чисел R)[0,s . 

 

В частном случае r[0]= r[2] =... = r[п] приходим к известному представлению 

числа в позиционной системе с фиксированным основанием. 
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Более интересен другой , специальный, случай r[i] = m[i], i=l, 2, ..., n, где m[i] -

элементы векторного основания  многомодульной системы вычетов. Иная 

формулировка: 

= 

В этом случае R = М и следовательно, многомодульная система вычетов 

и система со смешанным  основанием здесь представляют один и тот же 

диапазон целых чисел. Это обстоятельство очень важно, поскольку мы хотим 

заменить первую систему второй.  

 

Рассмотрим стандартную систему со смешанным основанием и 

соответствующую ей стандартную систему вычетов с векторным основанием  

= [m(l), m(2), .... m(n)]. Пусть целое число s имеет представление 

(0)    s = d[0] +d[l](m[l]) +d[2](m[l]m[2]) +...+ d[n-l](m[l]m[2]...m[n-l])  

с набором (единственным) цифр                     

(*)                                   1]-d[nd[2],...,d[0],][βs  

с одной стороны, и представление в вычетах                  

(**)                 [m[n]] S ,[m[2]],... S [m[1]], S ][β S   

с другой. Соответствующие цифры d[i-l] и |S| [m[i]] этих двух представлениях 

принадлежат одному и тому же замкнутому интервалу [0, m[i]-l], i = 1,2, .... n. 

Предположим, что задано представление |S| [] вида (**) и требуется найти 

<s>[] вида (*). Другими словами, предположим известными цифры |S| [m[i]] из 

(**) и поставим задачу определения цифры d[i-l], i = 1,2, ..., n, представления со 

смешанным  основанием (*). Чтобы получить d[0], положим t[l] = s и запишем 

используя (0), 

tp[l] = s = d[0] + m[l]{d[l] +d[2](m[2]) +...+ d[n-l](m[2]...m[п-l])}=d[0] + m[l]*t[2]. 

Тогда из выше проведённых теорем следует равенство 

|t[l]|(m[l]) = |d[0]+m[l]*t[2]| = d[0]. 

Заметим, что d[0] = |t[l]| (m[l]) = |S|[m[l]], т.е. первые цифры в обоих 

представлениях совпадают  и никакие вычисления не требуются. 
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Следовательно, при помощи теорем, заключаем 

                         |t[2]| (m[2]) = | d[l] + m[2]*t[3] | = d[l].  

 

Таким образом, можно предложить рекурсивную процедуру для определения 

цифр представления со смешанным основанием. Выберем начальные значения 

t[l] = s и d[0] = |t[l]|(m[l]) и проведем вычисления по формулам 

t[I+1] = (t[i] – d[i-1])/m[i], 

d[i]=|t[i+1]|(m[i+1]), 

где i= 1, 2, …, n-1. 

 

Важно отметить, что в этом алгоритме используется величина s , которая 

неизвестна и подлежит определению. Следовательно, алгоритм 

непосредственно неприменим . Поскольку вместо s задано представление в 

вычетах |S|[], следует заменить в вышеприведенных  формулах обычные 

арифметические операции на операции в арифметике вычетов.  

Прямое и обратное отображения. 

Алгоритм Евклида. 

Для начала рассмотрим алгоритм Евклида применительно к нахождению 

наибольшего общего делителя двух целых чисел а и b. 

 

Определение: 

Наибольшем общим  делителем (а,b) двух целых чисел а и b (не равных 

одновременно нулю) назовем наибольшее положительное целое число 

из тех, которые делят одновременно |а| и |b|. 

Наибольший общий делитель удовлетворяет следующим условиям: 

(0,0) не определен; 

(0,b) = |b| при b0; 

(a,b)=(b,a); 

(a,b)=(|a|,|b|). 
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Следовательно, без потери общности можно считать, что а и b - 

неотрицательные целые, не обращающиеся одновременно в нуль. 

Стандартный приём описания алгоритма Евклида для двух неравных друг 

другу положительных целых чисел а > b > 0 основан на использовании 

следующего свойства деления: существуют такие целые числа q и г, что q > 0, 0 

< r < b и 

a = bq + r 

здесь q - частное и r - остаток при делении а на b. Применяя последовательно 

это свойство, приходим к системе уравнений и неравенств: 

a = bq[l] + r[l],          0 < r[l] < b, 

b = r[l]q[2] + r[2],        0 < r[2] < r[l], 

r[l] = r[2]q[3] + r[2],     0 < r[3] < r[2], 

…………………………… 

r[n-2] = r[n-l]q[n] + r[n],             0 < r[n] < r[n-l], 

r[n-l] 
=
 r[n]q[n+l],        где r[n]  0 (но r[n+l] = 0). 

 

Эта система, трактуемая как вычислительный процесс, называется алгоритмом 

Евклида. Последний ненулевой остаток удовлетворяет равенству: 

Теорема: 

r[n] = (a,b). 

Доказательство: 

                      (a,b) = (b,r[l]) = (г[1],г[2]) = ... = (r[n-l],r[n]) = (r[n], 0) = r[n].                     

 

Наибольший общий делитель можно характеризовать следующей важной 

теоремой. 

Теорема: 

         Для двух целых а > b > 0 величина (а,b) совпадает с наименьшим 

положительным  числом d вида:                                  

d = ax + by 

где Î y x,  . 



 405 

Обратный по модулю т элемент. 

 

Теорема: 

Если (m,b) = 1 и 1= mx + by, то  

1/b(m)= |y|(m). 

Доказательство: 

Запишем  равенства                     

1 = |mx + by|(m) = |by|(m) = |b|у|(m)|(m),                 

из которых следует по определению                                 

|y|(m)=l/b(m). 

 
 


