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Аннотация: В статье рассматривается 

алгоритм явного определения фазовых сдвигов из 
серии интерференционных картин, полученных 
методом пошагового фазового сдвига, решением 
системы транцендентных уравнений. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

 
Наибольшее применение при построении 

интерференционных систем в последние годы 
получили методы получения и расшифровки 
интерферограмм на основе пошагового сдвига 
(пошаговая или фазо-сдвигающая интерферро-
метрия, phase-sampling, phase-shifting interfero-
metry) [1–12]. Метод пошагового фазового 
сдвига основан на регистрации нескольких 
интерференционных картин при изменении 
фазы опорной волны δi на некоторые известные 
значения.

[ ]{ }0I (x,y) I (x,y) 1 (x,y)cos (x,y) δi iV φ= + + , (1) 

 
где i=0,2, ... , m-1, m - число фазовых сдвигов.  

На рис. 1 показана принципиальная схема 
оптической установки, в которой фазовый сдвиг 
задается перемещением зеркала, закрепленного 
на пьезокерамике.  

Основной задачей расшифровки является 
определение разности фаз интерферирующих 
волновых фронтов (x, y)φ  по значениям 

зарегистрированных интенcивностей  I (x, y)i . 

Если фазовый сдвиг известен, то в уравнении 
три неизвестных: (x, y)ϕ  – фазовая разность, 

0I (x, y)  – средняя интенсивность, (x, y)V  – 

видность. Для их нахождения нам необходимо 
не менее трех уравнений с различными 
значениями δi . 

Решая системы уравнений можно найти все 
три искомые величины. Формулы для 
расшифровки выводятся как решение системы 
тригонометрических уравнений вида (1).  
Известно большое число выражений для 
расшифровки с различным числом фазовых 
сдвигов. Первые известные алгоритмы исполь-
зовали формулы расшифровки с тремя или 
четырьмя сдвигами. С возрастанием вычисли-
тельной мощности современных компьютеров 
появилась возможность использовать 

алгоритмы с большим числом сдвигов. Так в 
работе [3] представлен алгоритм, исполь-
зующий 15 фазовых сдвигов, а в работе [6] – 101 
фазовый сдвиг.  

 

 
 

Рис.1. Схема интерферометра Тваймана-Грина с 
перемещением зеркала, закрепленного на 

пьезокерамике. 
 

II. УРАВНЕНИЯ РАСШИФРОВКИ 
 

Нами предложен [10, 11] обобщенный 
алгоритм расшифровки, позволяющий 
установить структуру известных алгоритмов и 
конструировать новые алгоритмы с 
неограниченным количеством  фазовых сдвигов.  

 












⋅
⋅−=

⊥

⊥

CI

SI ρρ
ρρ

arctanφ    .                (2) 

В этом выражении 
T

mC )cos,,(cos 10 −= δδ Κ
ρ

, 

T
mS )sin,,(sin 10 −= δδ Κ

ρ
, δi  – фазовые 

сдвиги, размерность векторов определяется m - 

числом фазовых сдвигов. ⊥I
ρ

-  вектор, 

ортогональный вектору T
mIII ),,( 10 −= Κ

ρ
, 

где  I i(x,y) - набор измеренных интенсивностей с 

различными фазовыми сдвигами iδ . 

Существует ряд систематических ошибок, 
которые влияют на правильность определения 
разности фаз.  Это - ошибки при определении 
интенсивности и ошибки при установлении 
фазового сдвига. В [13, 14] показано, что 
основной вклад в погрешность вносят ошибки 
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при установке фазового сдвига. 
Целью данной работы является явное 

определение действительной величины 
вносимых фазовых сдвигов путем анализа 
траектории интерференционных сигналов в 
двух произвольных точках интерферограммы. В 
этом случае не требуется априорного знания 
величины сдвига. 

 
III. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ФАЗОВЫХ СДВИГОВ 

 
Уравнение (1) можно представит в виде:       

[ ]{ }I (x,y) (x,y) 1 (x,y)cos (x,y) δi iA B φ= + + , 

(3) 
где (x, y)A  - средняя яркость, (x, y)B  - 

амплитуда интерференционных полос, (x, y)φ  - 

фазовая разность,δi   – фазовые сдвиги. 

Можно сделать допущение, что в различных 
точках фазовые сдвиги одинаковы. Это 
предположение выполняется в большинстве 
случаев, исходя из физических условий 
проведения эксперимента. Тогда мы можем 
получить добавочные уравнения, рассматривая 
решения не в одной, а в нескольких 
пространственных точках (xk, yk).  

[ ]{ }I (x,y) (x,y) 1 (x,y)cos (x,y) δik k k k iA B φ= + +
или 

( )I 1 cos δik k k k iA B φ=  + +   .               (4) 

Если мы берем m фазовых сдвигов, то общее 
число неизвестных в 2 точках будет: 2·3 + m-1. 

(I0,1, I0,2, B1, B2, 1φ , 2φ  , δ1, δ2, δ3 ,δ4) (рис.2). 

Считаем, что δ0 = 0. Если взять 5 сдвигов, то в 2 

точках получится 10 уравнений и 10 
неизвестных. Этого достаточно, чтобы точно 
определить все неизвестные, включая фазовые 
сдвиги.  

В общем случае, число точек k=1, ... , n. 
Общее число неизвестных: n·3+m-1. Число 
уравнений: n·(m-1). Решение можно найти, если 
общее число уравнений больше или равно числу 
неизвестных, т.е.:  

n·m ≥ 3n+(m-1)  .  (5) 
В общем случае, число точек k=1, ... , n. 

Общее число неизвестных: n·3+m-1. Число 
уравнений: n·(m-1). Решение можно найти, если 
общее число уравнений больше или равно числу 
неизвестных, т.е.:  

 
n·m ≥ 3n+(m-1)  .  (5) 

 

 
 

Рис. 2  Две произвольные точки на интерферограмме 
 
Если взять две точки на интерферограмме с 

координатами  A(xA,yA)  и B(xB,yB)   при пяти  
фазовых сдвигах, получим систему из десяти 
уравнений: 

 
 

( )( )
( )( )
( )( )
( )( )
( )( )

1 A A A A A A A A

2 A A A A A A A A 1

3 A A A A A A A A 2

4 A A A A A A A A 3

5 A A A A A A A A 4

6 B B

I (x , y ) A(x , y ) B(x , y )cos x , y

I (x , y ) A(x , y ) B(x , y )cos x , y

I (x , y ) A(x , y ) B(x , y )cos x , y

I (x , y ) A(x , y ) B(x , y )cos x , y

I (x , y ) A(x , y ) B(x , y )cos x , y

I (x , y

= + φ

= + φ + δ

= + φ + δ

= + φ + δ

= + φ + δ

( )( )
( )( )
( )( )
( )( )
( )( )

B B B B B B

7 B B B B B B B B 1

8 B B B B B B B B 2

9 B B B B B B B B 3

10 B B B B B B B B 4

) A(x , y ) B(x , y )cos x , y

I (x , y ) A(x , y ) B(x , y )cos x , y

I (x , y ) A(x , y ) B(x , y )cos x , y

I (x , y ) A(x , y ) B(x , y )cos x , y

I (x , y ) A(x , y ) B(x , y )cos x , y











= + φ
 = + φ + δ

= + φ + δ

= + φ + δ

= + φ + ∆δ







   (6) 
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Переобозначим интенсивности I1 … I5  
как x1… x5,  интенсивности I6 … I10  как y1… 

y5. а уровни средней яркости A AA(x , y )  и 

B BA(x , y )  - x0 и y0. соответственно.  С учетом 

принятых обозначений система уравнений (6) 
примет вид 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 0 1 1 1 0 2 2

2 0 1 1 1 2 0 2 2 1

4 0 1 1 3 3 0 2 2 2

3 0 1 1 2 4 0 2 2 3

5 0 1 1 4 5 0 2 2 4

x x B cos y y B cos

x x B cos y y B cos

x x B cos y y B cos

x x B cos y y B cos

x x B cos y y B cos

 = + φ = + φ
 = + φ + δ = + φ + δ
 = + φ + δ = + φ + δ
 = + φ + δ = + φ + δ


= + φ + δ = + φ + δ

.  (7) 

 
Рис 3. Точки интенсивностей 

 
В уравнении (7) (x, y)  – координаты 5 

точек. Изобразим эти точки на плоскости х–у 
(рис. 3). Положение точек на плоскости 
зависит от параметров, определяемых 
уравнениями (6).  Если менять фазовые 
сдвиги δi  непрерывно, то точка на плоскости 
опишет эллиптическую траекторию, то есть, 
любая точка, соответствующая системе 
уравнений (6), принадлежит некоторому 
эллипсу.  

Получим уравнение эллипса, используя 
свойства пучка кривых.  

Через четыре точки можно провести 
бесконечное количество кривых второго 
порядка (эллипсов) (рис.4). 

 

 
Уравнение пучка кривых второго порядка имеет 

вид 

12 23 13 24f (x, y) f (x, y) f (x, y) f (x, y) 0⋅ + α ⋅ ⋅ = ,    (8) 

где KNf (x, y)  - уравнение прямой, проходящей 

через точки K и N соответственно, а α  - 
коэффициент, позволяющий выбрать определен-
ную кривую в пучке. На рис. 5 показаны прямые, 
используемые для нахождения уравнения эллипса 
из пучка кривых. 

Уравнение прямой общего вида можно записать 
как 

KNf (x, y) Ax By C 0= + + = .  (9) 

Поскольку прямая задана двумя точками на 
плоскости, то коэффициенты уравнения (9) путем 
несложных преобразований могут быть получены 
из канонического уравнения прямой  

K K

N K N K

x x y y

x x y y

− −=
− −

,    (10a) 

( )( ) ( )( )
( )( )

K N K K N K

N K N K

x x y y y y x x
0

x x y y

− − − − −
=

− −
,     (10b) 

( )
N K

N K

K N

A y y

B x x

C x A x B

= −
= − −
= − −

.  (10c) 

Для прямых, показанных на рис. 5, имеем 

1 

y  

x
 

 

3

4 

5 

Рис. 5. Порядок соединения точек пучка кривых 

0 

3

0x
 

1 

y

x

0y  

2 

4 

5 

0 

1 

y

x

2 

3

4 

5 

Рис 4. Пучок кривых второго порядка 
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четыре уравнения  

12 1 1 1

23 2 2 2

13 3 3 3

24 4 4 4

f (x, y) A x B y C 0

f (x, y) A x B y C 0

f (x, y) A x B y C 0

f (x, y) A x B y C 0

= + + =
= + + =
= + + =
= + + =

.    (11) 

Выберем коэффициент α  таким образом, 
чтобы выбранная из пучка кривая проходила 
и через пятую точку (рис. 4 – сплошная 
кривая). Для этого необходимо решить 
следующее уравнение 

     12 5 5 23 5 5f (x , y ) f (x , y )⋅ +  

13 5 5 24 5 5f (x , y ) f (x , y ) 0+α ⋅ ⋅ = .   (12) 

 
Решение данного уравнения имеет вид 
 

 ( )
( )

1 5 1 5 1

3 5 3 5 3

A x B y C

A x B y C

+ +
α = − ×

+ +
 

 ( )
( )

2 5 2 5 2

4 5 4 5 4

A x B y C

A x B y C

+ +
×

+ +
.       (13) 

Уравнение эллипса в общем виде 
2 2

11 12 22 13a x 2a xy a y 2a x+ + + +  

23 332a y a 0+ + = . (14) 

 
Коэффициенты уравнения (14) находим, 

раскрывая уравнение (12) и приводя 
подобные члены 

( )

( )

( )

11 1 2 3 4

12 1 2 2 1 3 4 4 3

22 1 2 3 4

13 1 2 2 1 3 4 4 3

23 1 2 2 1 3 4 4 3

33 1 2 3 4

a A A A A

1
a A B A B A B A B

2
a B B B B

1
a A C A C A C A C

2
1

a B C B C B C B C
2

a C C C C

= +α

 = + +α + 

= +α

 = + +α + 

 = + +α + 

= +α

. (15) 

Теперь можно сократить число 
неизвестных в системе уравнений (7), 
приведя центр эллипса в начало координат. 

Координаты центра эллипса 0x  и 0y  

находим, решая систему уравнений 

11 0 12 0 13

21 0 22 0 23

a x a y a

a x a y a

+ =
 + =

, (16) 

 

13 12

23 22
0

11 12

21 22

a a

a a
x

a a

a a

= −      

11 13

12 23
0

11 12

21 22

a a

a a
y

a a

a a

= − .       (17) 

После исключения переменных 0x  и 0y  

система уравнений (7) примет вид 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 2 2

2 1 1 1 2 2 2 1

4 1 1 3 3 2 2 2

3 1 1 2 4 2 2 3

5 1 1 4 5 2 2 4

x B cos y B cos

x B cos y B cos

x B cos y B cos

x B cos y B cos

x B cos y B cos

 = φ = φ
 = φ + δ = φ + δ
 = φ + δ = φ + δ
 = φ + δ = φ + δ


= φ + δ = φ + δ

    (18) 

 
Выразим синус первого фазового угла через 

значения интенсивностей с различными фазовыми 
сдвигами 

( ) ( ) ( )2 1 1 1 1 1 1x B cos B cos cos= φ + δ = φ δ −  

( ) ( )1 1 1B sin sin− φ δ , (19a) 

( ) ( ) ( )3 1 1 2 1 1 2x B cos B cos cos= φ + δ = φ δ −  

( ) ( )1 1 2B sin sin− φ δ . (19b) 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 1 1
1 1

1

3 1 2
1 1

2

x x cos
B sin

sin

x x cos
B sin

sin

− δ
φ =

δ

− δ
φ =

δ

.  (20) 

И, вычитая их друг из друга, получим 

( ) ( )1 1 2 2 1x sin x sinδ − δ + δ −  

( )3 2x sin 0− δ = , (21) 

В векторном виде 

( )
( )
( )

1 1 2

2 2

3 1

x sin

x sin 0

x sin

 δ − δ 
   δ =  

  − δ  

, 

( )
( )
( )

1 1 2

2 2

3 1

y sin

y sin 0

y sin

 δ − δ 
   δ =  

  − δ  

.           (22)   

Исключаем из выражения (22) член 

( )1 2sin δ − δ  

( ) ( )3 32 2
2 1

1 1 1 1

x yx y
sin sin 0

x y x y

   
− δ − − δ =   

   
, (23) 

В результате получим 

( )
( )

2 1 3 3 1
21

1 1 2 2 1

sin x y x y
s

sin x y x y

δ −= =
δ −

, (24a) 

Аналогично можно получить 
 

1 4 4 1
31

1 2 2 1

x y x y
s

x y x y

−=
−

,          (24b) 

           1 5 5 1
41

1 2 2 1

x y x y
s

x y x y

−=
−

.                     (24c) 

Из (18) следует 
 

( ) ( )1 2 1 1sin B sinδ − δ φ +  
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( ) ( )1 2 3 1x cos x cos 0+ δ − δ = ,      (24) 

 

( ) ( )1 2 2 2sin B sinδ − δ φ +  

( ) ( )1 2 3 1y cos y cos 0+ δ − δ = .      (25) 

 
Из выражений (24), (25) найдем соотно-

шение первого и второго косинусов углов 
фазовых сдвигов 

( ) ( )
( )

2 1 1
1 2

1

x x cos
sin

sin

− δ
δ − δ +

δ
 

( ) ( )1 2 3 1x cos x cos 0+ δ − δ = . (26) 

Раскрывая выражение (26), получим 

( ) ( ) 32
1 21 2 21

1 1

xx
cos s cos s 0

x x
δ − δ − + = , (27) 

( ) ( )1 21 2 1cos s cos b 0δ − δ + = ,              (28) 

где 32
1 21

1 1

xx
b s

x x
= − . 

Если ввести обозначения для ( )1sin δ  

сдвигов как si  и ( )1cos δ  как ci , то 

выражение (28) можно переписать в виде 

1 21 2 1с s с b 0− + =   (29) 

С другой стороны, выражая синус через 
косинус, получим 

2
22

21 2
1 1

1 сs
s

s 1 с

± −
= =

± −
,  (29а) 

Возводя в квадрат выражение (29а) и 
приравнивая правую и левую части, получим 

2
22

212
1

1 с
s 0

1 с

− − =
−

 

или  
2 2 2 2

1 21 2 21с s с s 1 0− − + = . (30) 

Из полученного выражения (30) и 
уравнения (29) получаем систему уравнений 
для нахождения косинусов углов сдвига 

21 1 2 1
2 2 2 2

21 1 2 21

s с с b 0

s с с s 1 0

− + =
 − − + =

            (31) 

 

 
 

Решаем систему уравнений (31), выражая 
косинус второго угла фазового сдвига из первого 

уравнения системы 2 1
1

21

с b
с

s

+=  и подставляя его 

во второе уравнение, получим  

( ) ( )2 2 2
2 1 2 21с b с s 1 0+ − + + = . (32) 

Графически решение системы уравнений (31) 
может быть представлено как пересечение 

гиперболы 2 2 2 2
21 1 2 21s с с s 1 0− − + =  с прямой 

21 1 2 1s с с b 0− + =  (Рис.6). 

 Штриховой линией показана область 

допустимых решений 1с 1≤  и 2с 1≤ . Уравнение 

имеет единственное решение, удовлетворяющее 
данному условию 

2 1
1

21

с b
с

s

+= , 
2

21 1
2

1

s b 1
с

2b

− −=       (33) 

Аналогично можно найти косинусы остальных 
углов фазовых сдвигов.  

Синусы углов фазовых сдвигов находим 
следующим образом: 

• Выражаем синус первого угла фазового 

сдвига через значение его косинуса 2
1 1s 1 c= ± − . 

Знак перед корнем выбирается равным знаку 

выражения 1 2 2 1x y x y− . 

• Остальные значения синусов углов фазовых 
сдвигов для согласования их знаков находим, 
подставляя найденное значение первого угла 
фазового сдвига в ранее найденные отношения 
синусов 

 

2 21 1s s s= ;    3 31 1s s s= ; 4 41 1s s s= .          (34) 

 
Определив значения фазовых сдвигов, можно 

определить исходные фазовые разности 
использовав уравнение расшифровки (2). 

y  

x  

Рис. 6. Решение системы уравнений (31) 

-1 

+1 

+1 

-1 

С2 

С1 

0 
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IV. ВЫВОДЫ 
 

В статье описан алгоритм расшифровки 
интерференционных картин, основанный на 
определении действительных значений 
фазового сдвига. 
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