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Аннотация: В статье рассматриваются границы 

применимости преобразования Френеля и Фурье. 

Показано, что в оптическом диапазоне дискретное 

преобразование Френеля можно применять для 

случаев, когда расстояние до объекта сравнимо с 

размерами объекта. 
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сигналов. 

 

ВВЕДЕНИЕ 

Существующая теория описывает 

распространение волнового поля в соответствии с 

принципом Гюйгенса [1]. Задолго до открытия 

электромагнитной природы света, Гюйгенс 

предложил трактовать распространение света с 

использованием понятия волновых поверхностей 

[2]. Пусть известна какая-либо волновая 

поверхность, тогда каждую точку этой 

поверхности можно рассматривать как вторичный 

источник колебаний, а затем, следующие 

волновые поверхности находить как огибающие 

сферических волн, испускаемых этими 

точечными источниками (Рис. 1).  

В соответствии с принципом Гюйгенса поле 

в любой точке новой волновой поверхности 

находится как суперпозиция полей, приходящих в 

эту точку от различных точек первичной 

поверхности. 

 
 

Рис. 1. Принцип Гюйгенса 

Френель дал математическую формулировку 

принципа Гюйгенса и предложил учитывать фазы 

колебаний, пришедших от различных точек, при 

их сложении. Киргоф придал этой идее строгий 

математический вид и показал, что принцип 

Гюйгенса-Френеля можно считать приближенной 

формой интегрального выражения. 

Проблемы, возникающие при изучении 

дифракционных явлений, являются наиболее 

трудными, и в оптике их редко удается довести до 

строгого математического решения. В 

большинстве случаев, представляющих 

практический интерес, из-за математических 

трудностей, приходится прибегать к 

приближенным методам [3]. В этом случае 

накладываются определенные допущения, 

которые ограничивают область действия.  

Дискретные преобразования Френеля часто 

используются при расстояниях, значительно 

меньших, чем допускается классическими 

ограничениями. При этом результаты расчетов 

хорошо соответствуют практическим 

исследованиям. Целью данной статьи является 

анализ возможной области действия дискретных 

преобразований Френеля и Фурье при 

исследованиях в оптическом диапазоне. 
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I. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФРЕНЕЛЯ И ФУРЬЕ 

Если пересчитать амплитуду и фазу поля, 

отражённого объектом на плоскость 
( , )x y

 

касательную к нему и параллельную плоскости 

наблюдения 
( , ) 

 (рис.1), тогда интегральное 

соотношение Кирхгофа можно переписать в 

следующем виде [1]: 

1

( , )

( , ) ( , ) ( , , , )d

x y

b x y T x y dxdy     
,    (1) 

где 1( , )b x y
 - комплексная функция, полученная в 

результате пересчёта, 
( , , , )dT x y  

 - ядро 

преобразования между двумя плоскостями, d  - 

расстояние между этими плоскостями (рис.1). 

Ядро преобразования имеет вид: 

 2exp ( , , , , )
( , , , ) ( )

( , , , , )
d

i r x y d
T x y K

r x y d


  

  
 




. 

(2). 

Интеграл (1) с ядром (2) является 

математической формулировкой принципа 

Гюйгенса и называется дифракционным 

интегралом или интегралом Гюйгенса- Френеля. 

Первый сомножитель в (2) описывает 

распространение элементарной вторичной 

сферической волны от поверхности ( , )x y  к 

поверхности ( , )  . Множитель ( )K   

описывает зависимость амплитуды излучаемых 

вторичных волн от угла дифракции  . Угол 

дифракции - это угол между нормалью к 

плоскости наблюдения и вектором 01r .(рис.2). 

 

 

Рис. 2. Плоскость касательная к объекту 
( , )x y

 и 

плоскость дифракции 
( , ) 

 

 

Независимо от формы дифракционного 

интеграла начальное значение этой функции 

(0) 1/ /K i i    .   - длина волны 

излучения. Френель полагал, что ( )K   убывает 

от начального значения до нуля при изменении 

угла от 0  до / 2 , но окончательное выражение 

не определил. Кирхгоф рассмотрел 

распространение сферических волн через 

отверстия, решая уравнение Гельмгольца с 

учётом граничных условий, описывающих 

свойства экрана и отверстия, и пришёл к выводу, 

что 

1 1 cos( )
( )

2
K

i






 
  

 

 .    (3) 

В формулировке Рэлея-Зоммерфельда 

множитель ( )K   определяется следующим 

образом [4]: 

1
( ) cos( )K

i
 


 .     (4) 

С учетом (4) ядро преобразования (2) будет 

выглядеть следующим образом: 

1 2 2 2

012 2 2

( , , , )

[ 2 ( ) ( ) ]1
cos( , )

( ) ( )

dT x y

exp i x y d
n r

i x y d

 

  

  





   


   

 (5) 

Применение дифракционного интеграла с 

ядром (2) для описания распространения поля 

имеет свои ограничения. Для анализа 

дифракционных картин в области, прилегающей к 

касательной плоскости (Рис. 1), когда расстояние 

между плоскостями меньше длины волны, 

следует непосредственно искать решение 

волнового уравнения с учётом жёстких 

граничных условий, описывающих свойства 

объекта.  

Для расчёта дифракционных картин на 

достаточном удалении от экрана с отверстием, 

когда расстояние намного больше длины волны, 

широко применяются приближённые и более 

простые решения задачи дифракции: 

приближение Френеля и приближение 

Фраунгофера.  

Приближение Френеля. Будем предполагать, 

что геометрические размеры объекта намного 

меньше, чем расстояние d до плоскости 

наблюдения. Кроме того, предположим, что в 

плоскости наблюдения рассматривается только 

конечная область вблизи оси z и расстояние d 

много больше максимального размера этой 

области. С учетом этих допущений можно 

считать, что с точностью не хуже 5% 

01cos( , ) 1n r  , если угол 
01( , ) 1n r   не превышает 

18 градусов [4]. Величину 01r  в знаменателе (5) 

можно заменить на d. 

В этом случае ядро преобразования (5) можно 

представить в виде: 

2 2 21 2
( , , , ) ( ) ( )d

i
T x y exp x y d

i d


   

 

 
     

 

(6) 

Однако величину 01r , входящую в 

экспоненту, нельзя просто заменить на d, 

поскольку число 
12  , которое входит как 

множитель в экспоненту, очень большое. 

Поэтому используем аппроксимацию корня 

разложением его в ряд. Точная формула для 

расстояния имеет вид 
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2 2 2

01

2 2

( ) ( )

1

r x y d

x y
d

d d

 

 

     

    
     

   

 .  (8) 

Для аппроксимации удобно воспользоваться 

разложением квадратного корня в ряд 

21 1
1 1 ...

2 8
b b b     ,  1b   . (7) 

Предположим, что квадратный корень 

достаточно хорошо аппроксимируется первыми 

двумя членами этого разложения. Тогда 
2 2

01

2 2

1

1 1
1

2 2

x y
r d

d d

x y
d

d d

 

 

    
      

   

     
      

        (9) 

Это приближение называется приближением 

Френеля. Приближение Френеля описывает 

дифракцию слаборасходящихся пучков. 

Фактически мы заменяем сферические вторичные 

волны Гюйгенса поверхностями второго порядка. 

Когда расстояние d достаточно велико для 

того, чтобы это выражение выполнялось, говорят, 

что наблюдатель находится в области дифракции 

Френеля 
Выражение (5) для ядра преобразования будет 

выглядеть следующим образом: 

2 2

( , , , )

1 2 [( ) ( ) ]
exp exp

dT x y

i d i x y

i d d

 

   

  



    
   

   

. (10) 

Если в разложении квадратного корня (9) 

сохраняем только два члена ряда, тогда величина 

ошибки при вычислении 01r  не превосходит по 

модулю третьего члена ряда: 

   
2

2 2

01 4

1

8
r d x y

d
 

         

 . (11) 

При аппроксимации корня сферические волны 

заменяются поверхностями второго порядка. 

Такая аппроксимация накладывает достаточно 

большие ограничения на размер объекта, 

расстояние d и размеры области наблюдения.  

Можно потребовать, чтобы максимальное 

изменение фазы при рассеивании света от 

объекта, вносимое членом более высокого 

порядка, было много меньше 1 рад.  

   

   

2
2 2

4

2
2 2

3

2 1

8

1
4

i d
exp x y

d

i
exp x y

d


 




 



           

           (12) 

Это условие будет выполнено при выполнении 

следующего выражения: 

3 2 2 2

max[( ) ( ) ]
4

d x x


 


     .   (13) 

После разложения квадратичных членов в 

экспоненте (10) получим запись интегрального 

соотношения Кирхгофа (1) в виде (14): 

 
2 2 2 2

1

1 2 ( ) ( ) 2 ( )
( , ) exp ( , )exp exp

d x y x y
exp i i b x y i i dxdy

i d d d d

       
 

    

 

 

        
         

      
 

 . (14) 

 

Приближение Фраунгофера. Расчет 

дифракционной картины становится еще проще, 

если принять еще более жесткие ограничения. 

Если принять предположение Фраунгофера  

2 2

max( )d x y



   ,              (15) 

то квадратичный фазовый множитель становится 

примерно равным единице. В приближении 

Фраунгофера поверхности анализа являются 

плоскостями. Таким образом, в области 

дифракции Фраунгофера можно записать: 

 

 
2 2

1

1 2 ( ) 2 ( )
( , ) exp ( , )exp

d x y
exp i i b x y i dxdy

i d d d

      
 

   

 

 

     
       

    
 

 .       (16) 

 

Без учета фазовых множителей, стоящих перед 

интегралом, это выражение представляет собой 

Фурье-образ функции 
1( , )b x y  для частот  

/x d  
 и 

/y d  
. 

1 1( , ) ( , )exp{ 2 [ ]}b x y x yb x y i x y dxdy    
 

 

    
(17) 

 

II. ЗОНЫ ДЕЙСТВИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 

ФРЕНЕЛЯ И ФУРЬЕ 

 

В области оптических частот условия, 

необходимые для выполнения дифракции 

Фраунгофера, могут быть достаточно жесткими.  

Для преобразования Фраунгофера расстояние, 

на котором преобразование можно применять, 

определяется выражением (15).  

Оценим допустимое значение расстояния для 
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преобразования Фраунгофера.  

Если размер объекта 
max2x =2,5 см, то 

допустимое расстояние, на котором выполняется 

преобразование Фраунгофера: 
maxx =2,5*10-2м и 

maxy =2,5*10-2м, 
2 2

max maxx y =6,25*10-4м2. 

Пусть длина волны равна 0,6*10-6м, тогда 

/   5,24*106м-1. Подставляя эти значения в 

(15) получим d >> 3275 м. Таким образом, 

преобразование Фурье можно применять при 

удалении объекта более чем на 3 км от области 

регистрации. 

Теперь оценим допустимое значение 

расстояния для преобразования Френеля при тех 

же параметрах объекта.  

Для оценки границ применимости 

приближения Френеля принято, что анализ 

дифракционных картин ведётся в области, размер 

диаметра которой больше, чем у объекта 

рассеивания в 4 раза. Если размер объекта 2,5 см, 

то размер области рассеивания 10 см. В этом 

случае max( )x 
= 7,5 см и max( )x 

= 7,5 см. 

Для преобразования Френеля ограничение 

расстояния определяется выражением (13).  

3 / (4 )  
1,1*102 м-1/3 

 
2

2 2
3

max max( ) ( )x x    
   =23,3*10-2 м2/3 . 

Подставляя эти значения в (13) получим d >> 25,6 

м. Т.е., при указанных параметрах, 

преобразование Френеля можно использовать на 

расстоянии более 25 м. 

Размеры реальных оптических установок 

таковы, что плечи оптических пучков в них 

намного меньше указанных расстояний. Однако в 

экспериментальных оптических установках 

преобразование Френеля можно использовать, 

если воспользоваться дискретной формой 

представления этого преобразования. В [6] 

рассмотрена возможность использования 

преобразования Френеля в акустической, 

сеймической и радиоголографии в случае, когда 

расстояние до объекта сравнимо с размерами 

объекта. Рассмотрим применимость дискретного 

преобразования Френеля в оптическом диапазоне. 

 

II. ЗОНЫ ДЕЙСТВИЯ ДИСКРЕТНЫХ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ФРЕНЕЛЯ И ФУРЬЕ 

 

В [5] показан процесс дискретизации 

преобразований Френеля и Фурье. В [7] 

приведена модифицированная схема 

преобразования Френеля, которая не содержит 

фазовых ошибок в зависимости от расстояния. С 

учетом круговой симметрии сферических 

фронтов модифицированное преобразование 

Френеля можно представить как 

 

 

2 22 2

1( , ) exp ( , )exp
2 2 2 2

y yx x
N NN N

r s i i j b k l i k l
d d

 
   

 

                                                                              

 , (18) 

 

 

где x yN N
 - число элементов дискретизации в 

плоскости регистрации,  ,   - размер 

элементов квантования, 1
( )b 

 - дискретное 

преобразование Фурье. 

Дискретное преобразование Френеля 

использует сумму волн, каждая из которых 

рассеивается на площади размером x . Если x  

достаточно мало, то возможно выбрать расстояние 

d, на котором погрешность определения фазы 

будет малой (рис. 3).  

По мере удаления от поверхности предмета 

кривизна вторичных сферических волн 

уменьшается (рис. 4). 

 

 
Рис. 3 – Соответствие размеров пикселей в предметной области и области голограммы. 
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Рис. 4 – Рассеивание сферической волны от одного пикселя. 

 

Рассмотрим размер небольшой одиночной 

площадки. Пусть размер объекта maxX
= 5,12 см, 

число элементов дискретизации x yN N
 = 

1024x1024, тогда размер одного элемента 

дискретизации будет равен 50 мкм. 

Проведем стандартные расчеты, для оценки 

возможности применения преобразования 

Френеля при рассеивании от такого элемента. 

Если размер объекта 50 мкм, размер области 

рассеивания 200 мкм. В этом случае max( )x 
= 

max( )x 
= 150 мкм.  

 
2

2 2
3

max max( ) ( )x x    
   =1265,1мкм2/3 . 

Подставляя эти значения в (13) получим d >> 1,4 

мм. 

К сожалению, стандартный метод расчета, 

основанный на том, что область рассеивания в 4 

раза больше, дает очень большую погрешность. 

Попробуем оценить количественно искажения 

волнового фронта, возникающие в результате 

выбранной аппроксимации. Рассмотрим рассеяние 

сферической волны на некотором расстоянии 

(рис.4). Математически сферическую опорную 

волну, распространяющуюся из центральной 

точки объектной плоскости на расстоянии d от 

плоскости наблюдения, можно записать как (19). 

Массив распределений комплексной амплитуды в 

плоскости 
( , )x y

 можно записать как (20).

 

2 2 2

2 2 2

1 2
( , ) expA x y i x y d

x y d





 
    

  
  (19) 

 ( , ) ( , ) exp ( , )rU i j Amp i j Pase x y 
 .    (20) 

Центр сферы будет находиться в точке с 

координатами 
0 00, 0x y  . Если нужно, 

чтобы центр находился в центре изображения 

необходимо центр сферы перенести в центр 

изображения. 

22

2max max

22

2max max

2 2 2
exp

2 2

( , )

2 2

2 2

yx

x y

yx

x y

NN
i i j d

N N

A x y

NN
i j d

N N

  



 

 
                          

 

     
                 

(21) 

Параксиальное приближение (9) будет выглядеть как 
22

max max1 2 1 2 1 2
( , ) exp

2 2 2 2

yx

x y

NN
A x y i d i j

d d N d N

  



                                  (22) 

Посмотрим, как изменяется разность этих 

фронтов на разных расстояниях.  

Для приведенного примера разность волновых 

фронтов (19) и (20) составит 1,38  на расстоянии 

1,4 мм. На других расстояниях: 

10 см       0,02  

20 см       0,01   

30 см      0,07   

40 см      0,005   

1,5 м      0,001   

На расстоянии 20 см ошибка между фронтами 
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составит меньше  /100. Начиная с этого 

расстояния можно без существенных фазовых 

искажений использовать преобразование Френеля. 

Выражение для дискретных преобразований 

Френеля и Фурье отличаются фазовым 

множителем  

22

exp
2 2

yx
NN

i k l
d


 



       
           

          .                            (23) 

 

С увеличением расстояния этот множитель 

становится равным нулю. Поэтому преобразование 

Френеля постепенно переходит в преобразование 

Фурье (поскольку фазовый множитель дает только 

добавку к фазе). 

Это расстояние зависит от размера объекта и 

длины волны. В [7] показано, что это расстояние 

может быть достаточно большим.  

Пусть размер объекта maxX = 5,12 см, число 

элементов дискретизации x yN N
 = 1024x1024, 

тогда размер одного элемента дискретизации 

будет равен 50 мкм. Тогда при d = 1 км кривизна 

фронта (23) составит 0.02 . При d = 2 км 

кривизна фронта составит 0.01 . В этом случае 

преобразование Френеля переходит в 

преобразование Фурье. 

 

ВЫВОДЫ 

Показано, что стандартные алгоритмы расчета, 

которые определяют допустимую величину 

расстояний, при которых можно использовать 

преобразование Френеля не работают при 

небольших размерах объекта 

Рассмотрен численный алгоритм, позволяющий 

определить область допустимых границ 

использования преобразований Френеля и Фурье. 

Для дискретного преобразования Френеля 

граница допустимых областей применения 

составит от 20 см и более, при длине волны 0,6 

мкм и размере объекта около 5 см. Таким образом, 

показано, что и в оптическом диапазоне измерений 

можно применять дискретное преобразование 

Френеля для случаев, когда расстояние до объекта 

сравнимо с размерами объекта. 

Работа выполнена при финансовой поддержке 

Российского фонда фундаментальных 

исследований «Разработка методов 

сверхразрешения в цифровой голографической 

интерферометрии» (Грант № 16-08-00565). 
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