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I. ВВЕДЕНИЕ 

Интерференционные методы измерений в 
качестве эталона используют длину волны 
освещения. Следствием этого является 
периодичность результатов фазовых измерений, 
связанная с периодичностью световой волны. Для 
повышения динамического диапазона 
необходимо устранить фазовую неоднозначность.  
Общий способ (развертка фазы), который 

применяется для устранения этой проблемы, 
основан на добавлении (или вычитании) значений 
кратных периоду к измеренным значениям. 
Однако при использовании методов развертки 

фазы возникает ряд проблем. Процесс 
определения скачков фазовых переходов требует 
поэлементного сравнения фаз в смежных точках 
фазового поля. При наличии шумов фиксируются 
ложные фазовые переходы. Ошибочное 
определение фазового перехода приводит к 
распространению и накоплению ошибок по всей 
области поля, что приводит к неверной 
интерпретации формы восстановленного 
фазового профиля. Для устранения этих ошибок 
используются различные подходы, основанные на 
методах локальной и глобальной оптимизации, 
теории сигналов, обработки изображений, 
динамического программирования, статистичес-
ких подходов к оценке вероятностей фазовых 
переходов, эвристических алгоритмов, искусст-
венного интеллекта, комбинирования различных 
методов [1, 2]. 
В [3, 4] приведен метод восстановления 

абсолютных значений измеряемой величины по 
значениям нескольких измерений в пределах 
различных периодов. Если значения этих 
периодов соотносятся как взаимно простые числа, 
то максимальный диапазон абсолютных значений 
определяется произведением значений, постав-
ленных в соответствие периоду. В литературе 
этот метод получил название G-S алгоритм [5–8]. 
Достоинствами метода является возможность 
устранения фазовой неоднозначности в каждой 
точке независимо от других и существенное 
увеличение динамического диапазона. 

Исходными данными являются результаты 
измерений одной и той же величины L при 
различных значениях периодов – m1 и m2. Если 
измеренные в пределах периода значения b1 и b2 
отложить по осям вертикали и горизонтали, 
можно получить таблицу, значения которой будут 
удовлетворять абсолютным значениям искомой 
измеряемой величины. В общем случае, 
абсолютная величина L является решением 
системы сравнений 
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( )
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2 2
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Максимальный диапазон однозначного 
определения абсолютных значений определяется 
наибольшими взаимно простыми сомножителями 
в значениях периодов. Если m1 и m2 – взаимно  
простые числа, то максимальный диапазон равен 
произведению m1 на m2. 
Недостаток метода: он неустойчив. Даже 

небольшие погрешности при измерениях 
начальных фазовых значений приводят к  
значительным ошибкам при определении полной 
фазы, поэтому широкого распространения метод 
не получил. 
В этой статье нами предлагается новый способ 

решения системы сравнений на основе 
геометрического подхода, который позволяет 
учесть погрешность измерений и преодолеть 
проблему неустойчивости решений. 

II. МОДУЛЯРНАЯ АРИФМЕТИКА 

Метод модулярной арифметики состоит в том, 
чтобы оперировать не непосредственно числом a, 
а его остатками от деления на некоторые числа mi. 

 
b1 = a mod m1,     
b2 = a mod m2,             (2) 

 …       ,      
bk = a mod mk.     

 
Числа (b1,b2,…,bk) легко вычислить делением 

числа a на простые целые числа  mi. И наоборот, 
зная (b1,b2,…, bk), можно при некоторых условиях 
всегда восстановить a. Поэтому (b1,b2,…,bk) 
можно рассматривать как новый тип 
представления числа a. 
Преимущество модулярного представления в 

том, что операции сложения, вычитания и 
умножения выполняются очень просто [9]: 

 
(b1, b2, … , bk) + (с1, с2, … , сk) =   
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=(b1 + с1 ) mod m1  ,…, (bk + сk ) mod mk  
(b1, b2, … , bk) - (с1, с2, … , сk) =  (3) 

=(b1 - с1 ) mod m1  ,… ,(bk - сk ) mod mk  
(b1, b2, … , bk) * (с1, с2, … , сk) =    
=(b1 * с1 ) mod m1  ,…, (bk * сk ) mod mk   

 
Если предусмотрена возможность 

параллельного выполнения операций, 
применение модулярной арифметики дает 
значительное преимущество. Операции, 
связанные с разными модулями, могут 
выполняться одновременно, что приводит к 
сокращению времени их выполнения. Однако 
существует ряд недостатков модулярного 
представления, которые ограничивают его 
использование. 
1. Трудно проверить является число в 
модулярном представлении большим или 
меньшим, чем другое. 

2. Трудно проверить возникло ли переполнение в 
результате математической операции. 

3. Сложно выполнить операцию деления. 
Поэтому применение модулярной арифметики 

оправдано только в том случае, если существуют 
быстрые алгоритмы перехода от модулярного 
представления к позиционному и обратно. 
Для нахождения числа по набору остатков 

можно использовать «китайскую» теорему об 
остатках. Частный случай этой теоремы был 
сформулирован китайским математиком Сунь Цю 
(между 280 и 473 г. н. э.). Примерно в это же 
самое время греческий математик Никомах 
сформулировал тот же частный случай. Известны 
также работы математиков средневековой Индии, 
посвященные этой проблеме. В общем виде 
теорема была сформулирована и доказана Чин 
Чжу-Шао (Jiushao Qin) (1247 г.).  
Существует несколько формулировок 

китайской теоремы. Приведем одну из них [10].  
Пусть каждому целому числу отвечает 

определенный остаток от деления на целое 
положительное m, который называется модулем. 
Если двум целым a и b отвечает один и тот же 
остаток r, то они называются равноостаточными 
по модулю m. Сравнимость записывается как 

(mod )a b m≡   ,   (4) 

где знак ( ≡ ) обозначает  сравнение. 
Числа сравнимые по модулю m, образуют 

класс чисел по модулю m. Любое число класса 
называется вычетом по модулю m. Вычет, равный 
самому остатку r, называется наименьшим 
неотрицательным вычетом. Взяв от каждого 
класса по одному вычету, получим полную 
систему вычетов по модулю m. Чаще всего в 
качестве полной системы вычетов используют 
наименьшие неотрицательные вычеты 0,1,.. , m-1. 

Рассмотрим систему сравнений первой 
степени с одним неизвестным: 
 

1 1
(mod )x b m≡   

 

2 2
(mod )x b m≡   

 

…   (5) 
(mod )

k k
x b m≡   

 
Если модули являются взаимно простыми 

числами, то в некотором диапазоне существует 
единственное решение. Найти это решение можно 
воспользовавшись следующей теоремой. 

Теорема.  
Пусть числа MS и NS определены из условий  

m1m2 . . . mk = MS mS,             (6) 

MSNS 1 (mod mS),           (7) 

и пусть 
X0 =M1N1b1 + M2N2b2 +...+ MkNkbk.  (8) 

Тогда совокупность значений X, 
удовлетворяющих системе сравнений (5), 
определяется сравнением 

X  X0(mod m1m2 . . . mk).  (9) 

Для перехода от модулярного представления к 
позиционной системе можно воспользоваться 
выражением (8). В диапазоне, определяемом 
произведением взаимно простых модулей m1m2 
...mk решение будет единственным. 
Коэффициенты Mi можно найти из равенства (6), 
Ni  из сравнения (7). Решить сравнение (7) можно 
или простым перебором от 1, 2, 3 и т.д. до 
первого, удовлетворяющего значения, или 
воспользовавшись обобщенным алгоритмом 
Евклида [10]. Время для нахождения этих 
коэффициентов не важно, поскольку обычно мы 
работаем с системой с одним и тем же набором 
модулей и эту операцию надо выполнить один 
раз. 
Однако вычисление с помощью выражения (8) 

требует k умножение и k-1 сложений для набора 
из k модулей. Кроме того, при вычислении 
необходимо переходить от вычислений с 
небольшим числом разрядов (определяемых 
соответствующими значениями модулей) к 
вычислениям многократной точности, что 
снижает область применения модулярных 
вычислений. 
Ниже описывается быстрый алгоритм 

перевода чисел из модулярного представления к 
позиционной системе представления на основе 
геометрического подхода. 

III. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ ПОДХОД К 
РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ МОДУЛЯРНОЙ 
АРИФМЕТИКИ 

Можно представить геометрическое 
истолкование одного сравнения (4). Пусть m для 
определенности равно 7. Представим себе, что 
числовая прямая целых чисел навернута на 
окружность длины 7, так, что числа 7, 14, 21, и 
т. д. попадают на нулевую точку, числа 1, 8, 15, 
… , а также -6, -13, -20, совмещаются со 
следующей целочисленной точкой окружности и 
т. д. [11], как показано на Рис. 1. 
Рассмотрим, как выглядит геометрическое 

представление решения системы сравнений при 
двух модулях. 
Рассмотрим случай для двух взаимно 
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простых модулей. Например: m1 = 11, m2 = 17. В 
этом случае: M1 = 17, M2 = 11, N1 = 2, N2 = 14. 

X0 =M1N1b1 + M2N2b2(mod m1m2) ,   (10a) 
X =17.2b1 + 11 .14b2 (mod 11.17), (10b) 

или 
X =34 b1 + 154b2 (mod 187). (10c) 

В этом случае таблица всех возможных 
результатов (таблица решений) будет иметь 
следующий вид (Рис. 2). 

Видно, что числа возрастают от 0 до m1-1 
последовательно по главной диагонали, а затем 
по диагоналям, показанным на Рис. 2.  

 

 
Рис. 1. Геометрическое представление сравнения  a≡ b (mod 7) 

 

 
 

Рис. 2. Последовательное изменение чисел в таблице решений системы сравнений (10с); b1 меняется от 0 до 10, b2 от 0 до 
12 
 

Если непрерывно соединить продолжения 
диагоналей при последовательном возрастании 
чисел можно заметить, что при склейке верхней и 
нижней горизонтальных строк и левого и правого 
столбца образуется тор (Рис. 3а). 

Разрежем тор вдоль одного из своих 
меридианов. Тогда он превращается в круговой 
цилиндр с двумя краевыми окружностями. 
Закрепим неподвижно одну окружность и станем 
закручивать цилиндр вокруг себя так, чтобы 
вторая окружность сделала k-оборотов. Всякая 
прямолинейная образующая цилиндра при этом 
обратится в винтовую линию, обходящую ось 

цилиндра k-раз. Если снова склеить оба края, то 
получим топологическое отображение тора на 
самого себя. При таком отображении тора, 
параллели тора превратились в винтообразные 
кривые и наоборот [12].  

Решения системы сравнений последова-
тельно будут возрастать по спирали на 
поверхности тора (Рис. 3б) от 0 до m1m2. 
Задачу перевода чисел из модулярного 

представления к позиционному можно свести к 
определению начального значения витка тора и 
числа точек на этом витке. 
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а)                                                                                       б) 

Рис. 3. Иллюстрация метода: а – тор, образующийся в результате склейки таблицы решений; б – последовательное  
возрастание чисел по диагоналям в таблице решений при отображении на поверхность двумерного тора 

 
 

Для удобства мы вычисляем начальные 
значения на витках тора. Это число равно целому 
числу витков, умноженному на размер витка. 
В нашем случае размер витка  m1 = 11. Тогда 
сразу же можно определить само число X 

 
X = n[i] m1 + b1.  (11) 

 
Для нахождения числа витков (2 строка и 2 

столбец в таблице на Рис. 2) можно 
воспользоваться следующим выражением, 
которое следует из (10а): 
 
n[i] = M2N2 i  (mod m1m2) = N2(i) mod m2,   
если i =  b2 - b1>= 0     (12a)  

 

или для конкретного случая: (m1 = 11, m2 = 17, 
M1 = 17, M2 = 11, N1 = 2, N2 = 14). 

 
n(i) = 14 i (mod 17).    (12b) 

 
Для случая, когда b2 - b1 < 0, таблицу решений 
можно представить в виде, в котором значения 
ниже 0 диагонали симметрично отображаются 
(Рис. 4). 
Выражение (12a) перепишем в виде 

 
n[i] = N2 

. (b2 - b1) mod m2 ,    
если b2 - b1>= 0   (13а) 

n[i] = N2 
. (b2 - b1 + m2) mod m2,    
если b2 - b1 < 0   (13b) 

 
 

 
Рис. 4. Определение числа витков на поверхности тора. На рис. 5 показаны 0 и 1 витки

 
Можно представить выражения (13) в 

следующем виде  
n[i] = (N2 

.i ) mod m2,   (14) 
где  

i = b2 - b1,    если b2 - b1>= 0 

i = b2 - b1 + m2,    если b2 - b1< 0 
 
Выражение (12)  для определения значений 

чисел в таблице решений в этом случае будет 
выглядеть как  

 
X = (N2

 . (b2 - b1) mod m2) 
.m1 + b1,      (15а) 

если b2 - b1>= 0       
X = (N2

 . (b2 - b1 + m2) mod m2) 
. m1 + b1,  

(15b) 
если b2 - b1 <  0       
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или 
 

X={ N2 
.[(b2 - b1) mod m2 ] mod m2 }

.m1 + 
+ b1,   (16) 

 

IV. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МОДУЛЯРНОЙ 
АРИФМЕТИКИ ДЛЯ УСТРАНЕНИЯ 
ФАЗОВОЙ НЕОДНОЗНАЧНОСТИ ПРИ 
ИНТЕРФЕРЕНЦИОННЫХ ИЗМЕРЕНИЯХ 

 
Основной задачей при анализе 

интерференционных картин является определение 

разности фаз ( ),x yϕ  по значениям 

зарегистрированных интенсивностей ( ),iI x y . 

При различных фазовых сдвигах iδ  

интенсивность отраженного от объекта света 
можно представить в виде 

( , )iI x y =  

( )0( , ) 1 ( , )cos( ( , ) iA x y V x y x yϕ δ= + + , (17) 

где 0( , )A x y - средняя яркость, а ( , )V x y - 

контраст изображения, i=1,2 … m, при этом m – 
число фазовых сдвигов. 

В [13–15] приведен обобщенный алгоритм 
расшифровки, который при известных значениях 

iδ , позволяет определить значение фазового 

распределения ( ),x yϕ . В [16-19] приведен 

способ решений системы уравнений (1) при 

неизвестных значениях iδ . Значения 

( ),x yϕ будут меняться от 0 до 2π .  

В результате мы имеем результаты 
косвенных измерений параметров объекта в 
зависимости от цены полосы m, которая является 
параметром определяемым схемой 
интерферометра. 

( , )
( , )

2i i

x y
b x y m

ϕ
π

=    (18) 

Если изменить значение цены полосы, и 
повторить измерения (4-1), то мы получим серию 
значений измеряемой величины (b1,b2 ,…,bk). 
Каждое значение определяется в диапазоне от 0 
до mi-1.  

Абсолютная величина L может быть найдена 
как решение системы сравнений 

 
( )
( )

1 1

2 2

mod

mod

L b m

L b m

≡
 ≡

.  (19) 

При этом максимальный диапазон 
однозначного определения значений 
определяется наибольшими взаимно простыми 
сомножителями в значениях цен полос.  
Цена полосы может меняться либо 

изменением длины волны, либо изменением угла 
между интерферирующими полосами, либо 
изменением коэффициента преломления среды. 
При использовании методов голографической 
интерферометрии это может быть достигнуто 
методом двух длин волн, методом смещенного 
источника и иммерсионным методом [20]. 

Таким образом, задача расширения 
диапазона измерений сводится к задаче решения 
системы сравнений (19). 

Однако решение системы сравнений задача 
неустойчивая. Даже небольшие погрешности при 
измерениях начальных значений bi приводят к  
значительным ошибкам при определении полного 
значения измеряемой величины. 

На Рис. 5 показаны результаты реальных 
измерений методом структурированного 
освещения [21, 22] при двух ценах полос m1 = 
167, m2 = 241. 

Видно, что из реальные измерения 
достаточно сильно отличаются от идеальных. Это 
связано с нарушением синусоидальности 
проецируемых полос, неравномерностью 
освещения и другими факторами при проведении 
эксперимента. Однако использование 
геометрического подхода позволяет восстановить 
полную фазу даже для такого случая. 

Рассмотрим фрагмент таблицы решения 
(Рис. 6) с модулями m1=53 и m2=63. В этом 
случае максимальный диапазон может составить 
53.63 = 3339. 

Если ограничить максимальный диапазон 
измерений, это приведет к тому, что в таблице 
появятся разреженные диагонали. На этих 
диагоналях будут лежать значения абсолютных 
величин, попадающие в выбранный диапазон, а 
значения между диагоналями будут лежать за 
пределами этого диапазона.  




