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В работе рассмотрена возможность практической реализации БПФ, используемого для 
восстановления прямоугольных изображений, получаемых при восстановлении цифровых го-
лограмм, регистрируемых в зоне Фраунгофера матрицами фотоприемников, размеры которых 
имеют основания, не кратные двум. Алгоритм основан на расщеплении строк и столбцов мат-
рицы на подматрицы с различными основаниями. Показано, что основной проблемой при раз-
работке алгоритмов данного класса является сложность составления структуры алгоритмов. 
Продемонстрирована блок-схема использования составных множителей на примере строки 
матрицы фотоприемника размером 8000 точек, из которой разбиение на составные множители 
становится наглядным. Матрицы фотоприемников с таким количеством пикселей имеют раз-
мер одного пикселя 1,3 × 1,3 мкм, что позволяет регистрировать цифровые голограммы непо-
средственно на матрицу фотоприемника, поскольку для регистрации голограмм необходимо 
повышенное пространственное разрешение, поэтому для них используются фотоматрицы  
размером 8000 × 6000 и 16 384 × 12 288 пикселей. Отметим, что часто рекомендуемое допол-
нение преобразуемой последовательности до величины, кратной степени 2 (zero padding), при-
водит к передискретизации и искажению фазового спектра, что неприменимо при фазовых 
измерениях. 

Для практической реализации выполнена интерпретация алгоритма БПФ составной длины 
в виде двумерного преобразования. Рассмотрен пошаговый алгоритм реализации БПФ для вос-
становления изображений из цифровых голограмм размером 8000 × 6000. Выполнена оценка  
эффективности предлагаемого алгоритма. Показано, что эффективность данного алгоритма со-
поставима с эффективностью алгоритма БПФ, но, в отличие от последнего, снято ограничение 
на кратность основания. Вычислительную сложность преобразования для 6000 элементов в 
столбце составила 123 200, а для БПФ по основанию два (8192) составила 159 744 с учетом  
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дополнения строки размером 6000 до ближайшего размера, кратного степени 2 (8192). Приво-
дятся рекомендации по расщеплению оснований с произвольными размерами. 

Ключевые слова: быстрое преобразование Фурье, дискретное преобразование Фурье, 
зона Фраунгофера, фотоматрица, изображение, голография, цифровая голограмма, расщеплен-
ное основание 

ВВЕДЕНИЕ 

В цифровой голографии осуществляется компьютерная реконструкция 
объектной волны. Голограмма изображения формируется на матрице цифро-
вой камеры как результат интерференции между опорным и объектным пуч-
ками. Для регистрации голограмм используется оптическая схема, впервые 
описанная Э. Лейтом и Ю. Упатниексом [1–3]. В случае если голограмма фик-
сируется в зоне Фраунгофера, для восстановления объектной волны использу-
ется преобразование Фурье [4]. 

Дискретное преобразование Фурье (ДПФ) можно записать в виде 
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Двумерный фурье-спектр дискретного объекта ( ,  )f k l  может быть вы-
числен в виде конечной суммы: 
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Поскольку ядро преобразования Фурье является разделимым по перемен-
ным интегрирования, то для выполнения двумерного ДПФ необходимо выпол-
нить в виде двух одномерных преобразований по строкам и по столбцам.  
Действительно, 
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откуда получаем 
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Использование свойства разделимости ядра двумерного ДПФ по перемен-
ным суммирования приводит к снижению сложности вычислений в N/2 раза. 

Если представить одномерное ДПФ в виде многомерного, то число опе-
раций резко сократится. Такое представление возможно, если размерность 
массива определяется составным числом. Наиболее популярны алгоритмы 
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быстрого преобразования Фурье (БПФ) с размером входного и выходного мас-
сива, кратного степени 2 т. е. 2nN  . Изобретение быстрого преобразования 
Фурье приписывается Кули (Cooley J. W.) и Дж. Таки (Tukey J.) [5] в 1965 г.  
На самом деле БПФ неоднократно изобреталось до этого, но важность его в пол-
ной мере не осознавалась до появления современных компьютеров. Некоторые 
исследователи приписывают открытие БПФ К. Рунге (K. Runge) и Д. Кёнигу 
(D. Konig) в 1924 г. Наконец, открытие этого метода приписывается еще и 
И.К. Гауссу (J.K. Gauss) в 1805 г. 

Недостатком этого алгоритма является ограничение на размер преобразу-
емого массива. Однако многие детекторы сигналов имеют размеры, не укла-
дывающиеся в данное ограничение. При использовании алгоритма приходится 
или ограничивать область массива, или добавлять какие-то произвольные зна-
чения для того, чтобы размер массива был кратен степени 2, что ведет к замет-
ным искажениям. 

Для регистрации голограмм необходимо повышенное пространственное 
разрешение [6], поэтому для них используются фотоматрицы с размером 
8000 × 6000 [7] и 16 384 × 12 288 [8] пикселей. Отметим, что часто рекоменду-
емое дополнение преобразуемой последовательности до величины, кратной 
степени 2 (zero padding), приводит к передискретизации и искажению фазового 
спектра и неприменимо при фазовых измерениях. 

Поэтому большое применение получили алгоритмы с расщепленным  
основанием [9]. Рассмотрим практическую реализацию алгоритмов БПФ  
для составной длины ,N ML  где M и L – произвольные положительные  
целые [10]. 

1. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА БПФ СОСТАВНОЙ ДЛИНЫ 

Для составной длины N ML  можно разделить индексы k  и   следую-
щим образом: 

 
, ,  0 1;

, ,  0 1.

k pM m r m M

rL q p q L

   

    




 (5) 

Тогда относительно индексов m, r, p и q выражение (1) разделится  
на вложенные суммы: 

 
11 ( )( )

0 0
( ) ( )

LM pM m rL q
N

m p
F rL q f pM m W

  

 
  ∑ ∑ . (6) 

Раскроем скобки в показателе поворотных коэффициентов: 
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то получаем выражение для ДПФ составной длины: 
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Для расчета ДПФ составной длины N ML  требуется M ДПФ разме- 
ром L точек, N умножений на поворотные коэффициенты и L ДПФ разме- 
ром M точек. 

2. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА БПФ РАЗМЕРОМ  
8000 × 6000 ЭЛЕМЕНТОВ 

Двумерное преобразование Фурье выполняется по схеме «строка – стол-
бец». Для массива 8000 × 6000 элементов необходимо выполнить преобра- 
зование Фурье над всеми строками размером 8000 элементов, записать резуль-
тат и затем выполнить преобразование Фурье по всем столбцам размером 
6000 элементов. Размеры двумерного массива некратны степени 2. Для выпол-
нения преобразования Фурье принят метод составных множителей. Основной 
проблемой при реализации алгоритма является сложность составления струк-
туры программы. Поэтому продемонстрируем блок-схему метода на примере 
преобразования массива из 8000 элементов, из которой понятен принцип раз-
биения на составные множители. При практической реализации можно интер-
претировать алгоритм БПФ составной длины как двумерное преобразование, 
как это показано на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Алгоритм БПФ с разбиением на составные множители над массивом  

размером 8000 элементов 

Fig 1. FFT algorithm with partitioning into split multipliers over an array of size  
8000 elements 

Алгоритм можно представить в виде четырех шагов. 

Первый шаг 
1.  Разбиваем массив размером 8000 элементов на 100 массивов по 80 эле- 

ментов. 
2.  По столбцам формируем двумерный массив размером L = 100 × 80. 
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3.  Для каждого столбца массива L построчно формируем двумерный мас-
сив размером N = 10 × 8. 

4.  Выполняем БПФ N массива по столбцам. 
5.  Умножаем поэлементно получившийся массив на поворотные множи-

тели 2exp ,   0,7; 0,9.
80ij

iW ij i j⎛ ⎞  ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

6.  Выполняем БПФ массива по строкам. 
7.  Из столбцов массива формируем столбец массива L. 
8.  Возвращаем столбец на место в массив L. 
Эту процедуру повторяем для каждого столбца матрицы L. 

Второй шаг 
Умножаем поэлементно массив  L = 100 × 80  элементов на соответству-

ющие поворотные множители 2exp ,  0,79; 0,99.
800ij
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Третий шаг 
1.  Из строки массива  L  размером M = 100 элементов построчно форми-

руем двумерный массив размером  M = 10 × 10 элементов. 
2.  Выполняем БПФ  M  массива по столбцам. 
3.  Умножаем поэлементно получившийся массив на поворотные множи-

тели 2exp ,  0,9; 0,9.
100ij
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4.  Выполняем БПФ массива  M  по строкам. 
5.  Формируем одномерный массив размером 100 элементов из массива M  

по столбцам. 
6.  Возвращаем одномерный массив построчно на место в массив L. 
Эту процедуру повторяем для всех строк массива L. 

Четвертый шаг 
По столбцам разворачиваем массив L в строку размером L = 8000 элемен-

тов. 
Таким образом, мы разбиваем массив 8000 элементов на составные мно-

жители до коротких БПФ размером 8 и 10 элементов. 
Для массива 6000 элементов структура алгоритма будет аналогичной 

рис. 1, только вместо цифры 8 необходимо поставить цифру 6. Массив 
6000 элементов разбивается на короткие БПФ размером 6 и 10 элементов. 

Отсюда следует, что для эффективной реализации алгоритма составной 
длины необходимо иметь процедуры коротких ДПФ простых длин (2, 3, 5, 7, 
11 и т. д.), тогда можно будет построить эффективные алгоритмы БПФ прак-
тически для всех размеров входных векторов. 

3. ЭФФЕКТИВНОСТЬ АЛГОРИТМОВ БПФ 

Алгоритмы по основанию два – это частный случай алгоритма составной 
длины, когда все множители равны двум:  2 .nN   В этом случае структура 
алгоритма наиболее проста. Наиболее эффективные алгоритмы получаются 
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при разбиении размера массива на составные элементы, кратные простым чис-
лам [11]. 

Количество требуемых операций уменьшается от 2 ( 1)NN N    
22 NN   для дискретного преобразования Фурье до 2log

2 2
N NnN   (умно-

жений) и 2logN N Nn  (сложений), всего 2
3 3log
2 2
N NnN   (комплексных 

сложений и умножений) для БПФ при  2nN   [12].  
При больших N число операций уменьшается в десятки и сотни раз. 

Уменьшение числа комплексных операций наглядно видно из следующей 
таблицы. 

Эффективность БПФ при 2nN   

The effectiveness of FFT at 2nN   

Количество  
отсчетов, N 

Количество вычислений  
с комплексными числами Эффективность 
ДПФ БПФ 

256 130 816 3072 42:1 
512 523 776 6912 75:1 
1024 2 096 128 15 360 136:1 
2048 8 386 560 33 792 248:1 
4096 33 550 336 73 728 455:1 
8192 134 209 536 159 744 840:1 

 
Если мы используем матрицу фотодетекторов, не кратных  2nN  , то для 

использования алгоритмов Кули – Таки необходимо или обрезать количество 
точек, или увеличить их какими-то произвольными значениями.  

При числе точек, близком к  2nN   (например, массив 8000 элементов 
можно увеличить, добавляя какие-то числа до массива размером 8192 элемен-
тов), это приводит с существенным ограничениям. Например, массив 6000 эле-
ментов можно заменить массивом 4096 элементов, что приведет к потере су-
щественной информации, или массивом 8192 элементов, что приведет к боль-
шим погрешностям вычисления преобразования Фурье. 

Оценим вычислительную сложность преобразования БПФ строки разме-
ром 8000 (см. рис. 1). Особенностью данного подхода является расщепление 
длинных строк и столбцов на двумерные прямоугольные массивы. Она состав-
ляет 177 600 комплексных операций, а для БПФ этой же строки (8192) состав-
ляет 159 744. Отсюда следует, что эффективность рассматриваемого алго-
ритма сопоставима с эффективностью алгоритма БПФ. 

Вычислительную сложность преобразования для 6000 элементов в 
столбце составила 123 200 операций, а для БПФ по основанию два (8192) со-
ставила 159 744 операции с учетом дополнения строки размером 6000 элемен-
тов до ближайшего размера, кратного степени 2 (8192). 
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Общее число операций для изображения 8000 × 60 000 составило 
6000 × 177 600 + 8000 × 123 200 = 2 051 200 000, а для изображения 8192 × 8192 
(с учетом дополнения) 2 × 8192 × 159 744 = 2 617 245 696 операций. Выигрыш 
составил 1,28 раза. 

В алгоритмах учитывается только число комплексных операций сложе-
ния и умножения, однако важно учитывать и число пересылок при реализации 
алгоритмов. Например, после одномерных операций по строкам необходимо 
транспонировать матрицу, а затем сделать еще одно транспонирование. На это 
уходит значительное время, сравнимое с числом операций сложения и умно-
жения. В зависимости от конкретной реализации алгоритма скорость вычисле-
ний может существенно отличаться от указанной в таблице. 

4. ПРАКТИЧЕСКАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ АЛГОРИТМА БПФ  
С РАЗБИЕНИЕМ НА СОСТАВНЫЕ МНОЖИТЕЛИ 

Для проверки алгоритма проводилась расшифровка оцифрованной голо-
граммы размером 8192 × 8192 методом Кули – Таки и голограммы 8000 × 6000  
с разбиением на составные множители (рис. 2). 

 

                    
8192 × 8192 

                   
8000 × 6000 

Рис. 2. Цифровые голограммы (слева) и восстановленные  
из изображения (справа) 

Fig. 2. Digital holograms (left) and holograms reconstructed  
from the image (right) 

Вычисления проводились с использованием процессора Intel(R) Core(TM) 
i3-4130 CPU 3.40GHz. Программы реализовывались на языке С#. 

Время выполнения методом Кули – Таки 27,6 с, а с разбиением на состав-
ные множители – 91,35 с. 

Скорость алгоритма с разбиением на составные множители можно суще-
ственно увеличить, если уменьшить число пересылок. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Преобразование Фурье и его быстрые реализации (БПФ) широко исполь-
зуются во многих приложениях науки и техники для анализа и преобразования 
сигналов [13, 14]. Наиболее распространенным является алгоритм Кули – 
Тьюки [5]. Алгоритм позволяет выразить дискретное преобразование Фурье 
длины, равной произвольному составному числу, через определенное количе-
ство преобразований меньшей длины с помощью рекурсии, понижая таким об-
разом сложность вычислений. Имеется более сотни разновидностей данного 
алгоритма [15, 16]. Их недостатком является ограничение на размер преобра-
зуемого массива, который должен быть кратен двум в степени n. 

БПФ – это всего лишь алгоритм эффективного вычисления дискретного 
преобразования Фурье (ДПФ), поэтому результаты вычисления БПФ и ДПФ 
получаются абсолютно идентичными. 

Для регистрации голограмм необходимо повышенное пространственное 
разрешение, поэтому для них используются современные фотоматрицы разме-
ром 8000 × 6000 с размером одного пикселя 1,3 × 1,3 мкм [7] и 16 384 × 
× 12 288 [8] пикселей с размером одного элемента 0,56 мкм. Некоторые раз-
меры детекторов сильно отличаются от  2 .nN   При использовании алгорит-
мов Кули – Тьюки приходится или ограничивать область, или добавлять  
какие-то произвольные значения, что ведет к заметным искажениям. Поэтому 
необходимо разработать алгоритмы с разбиением на составные множители для 
точного размера элементов детектора. 

Алгоритмы с расщепленным основанием [11] описаны в виде довольно 
сложных математических выражений. Это снижает их востребованность.  
В настоящей работе представлена простая практическая реализация быстрого 
преобразования Фурье для изображений с произвольными размерами, которая 
позволит широко использовать эти алгоритмы в инженерной практике. 
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Abstract 
The paper considers the possibility of practical realization of the FFT used for the restora-

tion of rectangular images obtained during the restoration of digital holograms registered in the 
Fraunhofer zone by photodetector matrices whose sizes have bases not multiple of two. The al-
gorithm is based on splitting the rows and columns of the matrix into submatrices with different 
bases. It is shown that the main problem in the development of algorithms of this class is the 
complexity of the structure of algorithms. A block diagram of the use of composite multipliers  
is demonstrated on the example of a row of a photodetector matrix of size 8000 points, from 
which the partitioning into composite multipliers becomes clear. Matrixes of photodetectors with 
such number of pixels have the size of one pixel 1,3 × 1,3 microns which allows registering 
digital holograms directly on the matrix of photodetector as to register  holograms increased 
spatial resolution is necessary, therefore photodetectors with the size of 8000 × 6000 and 16 384 ×  
× 12 288 pixels are used for them. Note that often recommended addition of the transformed 
sequence to a multiple of a power 2 (zero padding) leads to oversampling and distortion of the 
phase spectrum, which is not applicable for phase measurements. 

For practical realization we interpret the composite length FFT algorithm as a two-dimen-
sional transform. The step-by-step algorithm of FFT realization for image reconstruction from 
digital holograms of 8000 × 6000 size is considered. The efficiency of the proposed algorithm is 
evaluated. It is shown that the efficiency of this algorithm is comparable with the efficiency of 
the FFT algorithm, but unlike the latter, the restriction on the multiplicity of the basis is removed. 
The computational complexity of the transformation for 6000 elements in the column was 
123 200, and for the FFT on base two (8192) was 159 744, taking into account padding a row of 
size 6000 to the nearest power of size 2 (8192). Recommendations for splitting bases with arbi-
trary sizes are given. 

Keywords: Fast Fourier transform, discrete Fourier transform, Fraunhofer zone, photo-
graphic matrix, image, holography, digital hologram, split base 
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